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Prefacio

Este texto resultou de um esforgo feito ao longo de varios anos na leccionagao de
algumas disciplinas de Maquinas Eléctricas do IST.

Pode este texto ser dividido em duas partes. Na primeira, que corresponde aos
quatro primeiros capitulos, trata-se o problema da obten¢ao de modelos matematicos
para a descricdo da dinamica das Maquinas Eléctricas em particular e dos sistemas
electromecanicos em geral. Na segunda parte, estes modelos sdo utilizados para a
obtencdo das respostas dindmicas dos sistemas em varias situagoes.

Os leitores que aceitarem enviar-me as suas criticas e sugestoes terdo desde ja o

meu agradecimento.

Abril de 2002
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Cap. 1 Principios de Conversdo Electromecanica de Energia 1

Capitulo 1

Principios de Conversao Electromecanica de Energia

1.1. Introducao

Com este capitulo inicia-se o estudo das maquinas eléctricas e outros dispositivos
electromecanicos através da teoria dos circuitos.

Nesta teoria as madaquinas sdo vistas como circuitos eléctricos ligados
magneticamente para o caso se sistemas magnéticos, ou electricamente para o caso dos
sistemas electrostaticos. Os coeficientes de auto-indugdo e¢ de inducdo mutua, (ou os
coeficientes de capacidade), sao fungdes de uma ou mais variaveis.

O processo da conversdo electromecanica de energia realiza-se através do campo
eléctrico ou magnético de um dispositivo de conversao.

Embora os varios dispositivos de conversdo funcionem baseados em principios
similares, as estruturas dos dispositivos dependem da sua funcao.

Os transdutores sdo dispositivos que se empregam na medi¢do e controlo.
Normalmente funcionam em condig¢des lineares, saida proporcional a entrada, e com
sinais relativamente pequenos. Entre os muitos exemplos referem-se microfones,
taquimetros, acelerometros, sensores de temperatura, de pressao etc.

Os actuadores sao dispositivos que produzem forga. Como exemplos t€ém-se os
relés, electroimans, motores passo-a-passo etc.

A terceira categoria de dispositivos inclui equipamentos de conversdo continua de

energia, tais como motores e geradores.
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2 Dinamica das Maquinas Eléctricas

Enquanto que no dimensionamento dos transdutores e actuadores, a preocupacao
principal ¢ a fidelidade, neste terceiro grupo a preocupacgdo principal ¢ o rendimento.
Isto compreende-se pela natureza diferente da sua aplicagdo. Em principio os
dispositivos sao reversiveis, isto €, os actuadores poderem funcionar como actuadores
ou transdutores e os motores como motores ou geradores. Contudo, deve referir-se que
nas aplicagdes raramente esta reversibilidade ¢ utilizada.

Os objectivos que se pretendem atingir com este capitulo sdo:

e Ajudar na compreensdo de como ocorre a conversdo electromecanica de

energia.

e Mostrar como desenvolver modelos dindmicos para os conversores

electromecanicos com os quais possa ser calculado o seu desempenho.

O conceito fundamental para a andlise dos conversores electromecanicos ¢ o
campo de acoplamento. Este campo corresponde ao campo magnético na maioria dos
dispositivos. Contudo existem alguns dispositivos baseados no campo eléctrico.

A partir das funcgdes energia ou co-energia deduzem-se as variaveis de estado do

sistema e a forga ou binario de origem electromecanica.

1.2. Principio da Conservaciao de Energia

O principio da conservacao de energia afirma que esta ndo ¢ criada nem destruida,
apenas muda de forma. Este principio constitui uma ferramenta conveniente para
determinar as caracteristicas do acoplamento electromecanico. E também necessario ter

em atencdo as leis do campo eléctrico ¢ magnético, as leis dos circuitos eléctricos e

magnéticos, € a mecanica newtoniana.

Como as frequéncias e velocidades sao relativamente baixas comparadas com a
velocidade da luz, pode admitir-se a presenga de regimes em que o campo é quase
estaciondrio, sendo a radiacdo electromagnética desprezavel. Assim, a conversdo
electromecanica de energia envolve energia em quatro formas e o principio de

conservagao de energia leva a seguinte relacao entre essas formas:

Entrada de Saida de Aumento Energia
Energia =| Energia |+| de Energia [+| Convertida (1.1)
Eléctrica Mecanica Armazenada em Calor
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Cap. 1 Principios de Conversdo Electromecanica de Energia 3

A equagdo 1.1 ¢ aplicavel a todos os dispositivos de conversdo. Esta escrita na
convencdo motor. Nesta convencdo todas as parcelas tém valores positivos em
funcionamento motor. Em funcionamento gerador esta equagdo continua a ter validade,
mas as parcelas referentes a energia eléctrica e mecanica tomam valores negativos. Para
o estudo deste tipo de funcionamento (gerador), ¢ mais facil utilizar a mesma expressao,

mas escrita na convengao gerador, eq.1.2.

Entrada de Saida de Aumento Energia
Energia  |=| Energia |+| deEnergia |+| Convertida (1.2)
Mecanica Eléctrica Armazenada em Calor

Neste texto adopta-se a convengao motor.
A conversao irreversivel de energia em calor tem trés causas:

1. Perdas por efeito de Joule nas resisténcias dos enrolamentos que constituem

parte dos dispositivos. Estas perdas sdo frequentemente chamadas de perdas
no cobre.

2. Parte da poténcia mecanica desenvolvida pelo dispositivo ¢ absorvida no atrito
e ventilacdo e entdo convertida em calor. Estas perdas sdo chamadas de
perdas mecanicas.

3. Perdas magnéticas (em dispositivos magnéticos) ou dieléctricas (em
dispositivos eléctricos). Estas perdas estdo associadas ao campo de
acoplamento.

Além destes tipos de perdas deve-se, em estudos mais aprofundados, considerar

também perdas suplementares que t€m varias causas.

Nos dispositivos magnéticos, que sao de longe as mais frequentes, as perdas

magnéticas sao devidas a correntes de Foucault e a histerese magnética.

Na teoria que se segue sdo desprezadas as perdas magnética e as perdas

dieléctricas.

As equagdes 1.1 e 1.2 podem ser escritas na forma da equacao 1.3 onde se admite

a convengao motor.

Entrada de Saida de
) oo ] . Aumento
Energia Eléctrica Energia Mecanica .
= . +| de Energia (1.3)
menos perdas mais perdas
. . Armazenada
Eléctricas Mecanicas
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4 Dinamica das Maquinas Eléctricas

O primeiro membro da equagdo 1.3 pode ser expresso em termos das correntes e
tensdes nos circuitos eléctricos do dispositivo de acoplamento.

Considere-se o esquema geral de um dispositivo de conversdo mostrado na figura

1.1.
Perdas de Perdas
Joule mecanicas
i T
—— A\

) Sistema de )
Sistema r . Sistema

L. u e Conversao de N
eléctrico . mecanico

energia

Fig. 1.1. Representagdo geral da conversdo electromecanica de energia.

Pode escrever-se:

u i dt — diferencial de energia de entrada da parte eléctrica

ri2 dt — diferencial de energia de perdas de Joule

AWy, =uidt-i2 rdt =(u - ri)idi=e i dt Diferencial de energia eléctrica
liquida de entrada no dispositivo de acoplamento.

Para que o dispositivo de acoplamento possa absorver energia do circuito
eléctrico, o campo de acoplamento deve produzir uma reac¢do sobre o circuito. Esta
reacc¢do ¢ a forca electromotriz indicada pela tensdo e na figura 1.1. A reaccao sobre a
entrada € uma parte essencial do processo de transferéncia de energia entre um circuito
eléctrico e outro meio qualquer.

Da discussdo precedente, deverd ser evidente que as resisténcias dos circuitos
eléctricos e o atrito e ventilacdo do sistema mecanico, embora sempre presentes, nao
representam partes importantes no processo de conversio de energia. Este processo
envolve o campo de acoplamento e sua acgdo e reac¢ao nos sistemas eléctrico e
mecanico.

A equacdo 1.3 pode por-se na forma diferencial:
AWeje = dWcampo + dWpec (1.4)

onde

dW,;, - diferencial de energia recebida pelo campo de acoplamento
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Cap. 1 Principios de Conversdo Electromecanica de Energia 5

dW cqmpo - diferencial de energia do campo de acoplamento

dW,,.. - diferencial de energia convertida em mecanica

Para a analise completa dum dispositivo electromecanico, além da equagdo (1.4)
que traduz o principio de conversdo de energia (bloco central da figura 1.1), devera
ter-se em conta as equagdes que traduzem a interligacdo ao sistema eléctrico e as
equacdes que o interligam ao sistema mecanico. A interligacdo ao sistema eléctrico pode
ser feita por uma ou mais vias, correspondendo a cada uma delas uma equagdo
diferencial. A interligag@o ao sistema mecanico ¢ na maioria dos casos feita através de
uma Unica via (apenas um grau de liberdade) correspondendo a esta interligacao apenas
uma variavel. Esta interligacdo ¢ traduzida pela 2* lei de Newton.

Quando o dispositivo for de natureza magnética, as equagdes que traduzem a
interligacdo eléctrica sdo deduzidas da lei de Faraday. No caso de dispositivos
electrostaticos estas equagdes sao deduzidas da lei da conservagao da carga. Resumindo
tem-se:

Para a analise de um dispositivo electromecanico de natureza magnética devera
ter-se como base:

e Equacao 1.4
e 2%lei de Newton
e Lei de Faraday

Por sua vez, a andlise de um dispositivo electromecanico de natureza eléctrica

devera ter como base:
e FEquacdo 1.4
e 2%]ei de Newton

e Lei da conservagdo da carga

1.3. Expressoes da forca mecanica e energia

Maquinas em "'translacdo' e em ""rotacio"

As figuras 1.2 e 1.3 representam dispositivos electromecanicos. O primeiro ¢ de

translacdo e o segundo de rotagdo.
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6 Dinamica das Maquinas Eléctricas

Na figura 1.2, a energia magnética depende das grandezas eléctricas e da posi¢ao

da peca movel x. A energia magnética 1, armazenada na carcaca ¢ uma funcdo do

fluxo y, criado pela corrente 7, e da relutdncia R do circuito que por sua vez também ¢

funcdo da posi¢do x da armadura. Assim a energia magnética ¢ funcdo de 2 quantidades.

W =1 (W, X) (1.5)

\ 4

. Perimetro
-y T =41

aVaVaVal
S

Armadura

Guia

Fig. 1.2. Relé Electromecanico.

Ver-se-4 que a forca electromecanica F,,,, que se exerce sobre a armadura tem

uma expressao simples em fungdo desta energia.

ava

Fig. 1.3. Conversor electromecanico elementar de rotagdo.

Na figura 1.3, tem-se 0 mesmo principio. A Unica diferenca estd no pardmetro
geométrico que define a posi¢cdo do rotor, que ¢ agora o angulo 6 e que as variagdes de
energia magnética armazenada no circuito produzem agora um binério electromagnético

M,,,. Também aqui se encontrard uma expressdo facil para o bindrio em funcdo da

energia magnética.
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Cap. 1 Principios de Conversdo Electromecanica de Energia 7

Expressoes da forca electromagnética em func¢io da energia

Considere-se o caso elementar da figura 1.2. Considerando as perdas de Joule

concentradas na resisténcia r, tem-se:

o=V
dt

A energia eléctrica elementar fornecida pela fonte ao campo, vale:
AWy = eidt = idy

Se a pega movel se deslocar uma distancia dx, o diferencial de energia mecanica

consumido vale:
AW ee = Fopy dx

Nestas condi¢des a expressao que traduz o principio da conservacao de energia 1.4

toma a forma:
idy =F,, dc+dW,, (1.6)

O diferencial da funcdo energia magnética escreve-se, na forma geral

oW, oW,
AW, (Ux) = —" dys + -1 4 1.7
m(Wx) v v L (L.7)

Introduzindo a equagdo (1.7) na equagao (1.6) tem-se:

idy =F, dx+%dly+%dx (1.8)
oy ox

ow,, . o,
[a—l;q—l}’llfﬁ‘(Fem‘i‘a—mex:O (1.9)

As varidveis W e x sdo vardveis independentes. Assim podem variar

ou

independentemente uma da outra. Como consequéncia, para que a igualdade 1.9 seja
sempre verdadeira € necessario que as fungdes que multiplicam dy e dx sejam sempre

nulas. Tem-se:

i= an(Wox)

1.10
B (1.10)
ow, (v,
Fo :—% (1.11)

Gil Marques 02-04-02



8 Dinamica das Maquinas Eléctricas

A expressdo (1.11) traduz a for¢a como sendo a derivada parcial da fungdo energia
magnética em fungao da posi¢ao. Esta fungdo energia magnética ¢ uma funcao de estado
e devera estar escrita em termos do fluxo ligado y e da coordenada de posi¢do x. As

equacdes 1.10 e 1.11 sdo as chamadas equagoes paramétricas.

Exemplo 1.1

O dispositivo representado na figura 1.2 tem um comprimento da

linha média do seu circuito magnético 41 de 40 cm, uma secgdo de
30/m cm2, 200 espiras. Considere a permeabilidade magnética relativa do
ferro de My =500.

Determine:

1. A expressdo da energia magnética armazenada no dispositivo.
Considere o circuito magnético do ferro linear.

2. 0O wvalor da forgca e o seu sentido em funcdo da coordenada de
posicdo x.

3. Verifique a aproximagdo de linearidade do circuito magnético
sabendo que o ferro utilizado pode considerar-se linear para valores
de induc¢do magnética inferiores a 1.5T. Determine o valor da corrente
i de modo a que a aproximac¢do de linearidade do circuito magnético se
mantenha verdadeira.

Resolugdo:

1. Expressdo da energia magnética

a) Célculo da relutidncia magnética

a.l Relativa ao ar

be
Rmar o 1S
o

a.2 Relutédncia magnética relativa ao ferro

4] — x
R . =_""=
mfe IJ,},.IJ,OS

a.3 Relutédncia magnética total
Ry= —|x+— -2 | —|x+2=

b) Expressdo da energia magnética armazenada

2
1. 1 1 1
=34 Y= 5 0= R0 ¢ = 3Ry L =
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Para a aplicag¢do da equagdo 1.11, a expressao da energia magnética

- ~ . ~ 1 .2 -
devera ser func;ao de X e l//, ou seja, a expressao ELJ_ nao e a

expressdo utilizédvel. Em vez disso utilizaremos as expressdes que se

seguem.

2 2

1 2 1 v 1y

W, =— = — —_—

m=>FRu ¢ 2F%7n2 5T

2. Calculo da forca
Pl B O VAl N N VA
em = ox 2 2 ox 2 n2 Uuo S

A forga serd sempre uma forga de atracg¢do pois é sempre negativa e,
no referencial adoptado, as forgcas negativas tém o significado de
forcas de atraccdo. E também proporcional ao quadrado do fluxo. Esta
forga seréd de amplitude constante se o fluxo ¥ se mantiver constante.

Se o dispositivo for alimentado por uma fonte de corrente de

intensidade i, ter-se-a:

me=1'li
e entdo
_ni ] __n2i
"R, VTR
donde
o 1n2i% 1
em—"~ <
2 Rﬁ HoS
3. Para um campo de indugdo magnética inferior a 1.5T
correspondente um fluxo ¢ inferior a:
$=5 B
Como
1 41
ni=¢Ry =B —|x+—
Ho Hyr

Podemos concluir gue para que o campo B seja constante e igual a
B=1.5T, a corrente i gque deverd circular serd tanto maior quanto maior
for o entreferro. A menor corrente obtém-se quando x=0.

Introduzindo os valores do enunciado do problema, tem-se:

-2
, 1.5 40 10
ni = = 954.9 Ae
am10” /| 500
ou
i< 4.77 A
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10 Dinamica das Maquinas Eléctricas

Exemplo 1.2

Um transdutor rotativo com apenas um circuito de excitagédo

semelhante ao da figura 1.3, tem uma relacdo ndo linear entre o fluxo

ligado Y, a corrente i, e a posigdo 0, que pode ser expressa por:
i=(Ap-Aq cos 2é)l//l'6

Determine a expressdo do bindrio em fungdo de 0.

Resolugdo:

Wy = J‘;//idl//= J-:/y/m(AO —A; cos20)dy

W
Wy = (AO-Alcos26')J‘0 l//1'6dl//

2.6
W, =(Ag-2; cos26) "’2—

o, y26
Maom =— =-2A(sen20 ——
em =" 90 ! 2.6

Expressoes de binario em funcido da co-energia magnética

Se se definir a fungao co-energia magnética (fig 1.4) como:

W, (i, x) = jéw(i,x)di (1.12)

E—
I
|||\N““““““““

Fig. 1.4. Defini¢do de energia e coenergia magnética.

V(i)

Tem-se
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W, + W, = yi (1.13)
donde
AW, =—dW,, +idy +ydi (1.14)

introduzindo na expressdo (1.6) obtém-se:

idy = Fp,dx —dW,, +idy +ydi (1.15)
como
dW,;i(i,x):aW.m di+ 2m g (1.16)
0i ox
tem-se
O=Femdx—an di—an dx +vdi (1.17)
0i ox
ou

m i=0 1.18
a [ (1.18)

o, W,

Atendendo a independéncia das varidveis x e i e fazendo um raciocinio semelhante

ao que fizemos da expressao equivalente em funcao da energia, tem-se:

oW,
Fom="3"" (1.19)
oW,
_ 1.20
0i ( )

Obtém-se assim uma outra expressao para a forca que se exerce sobre a armadura,
igual a derivada parcial em relacdo a x da funcdo co-energia magnética. As expressdes
(1.11) e (1.19) sao equivalentes e validas em todos os casos. Pode utilizar-se
indiferentemente uma ou outra conforme o caso em que se escolha como varidveis
independentes ¥ e x ou i e x. A fungdo co-energia magnética ¢ também uma fun¢do de
estado. A for¢a de origem electromagnética pode ser assim calculada através da

expressao 1.11 ou alternativamente pela expressao 1.19.
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12 Dinamica das Maquinas Eléctricas

Normalmente prefere utilizar-se a expressdao co-energia magnética pois ¢ funcao
da corrente eléctrica que ¢ uma grandeza utilizada na teoria dos circuitos. E também

mais facil de medir do que os fluxos que sdo grandezas internas.

Exemplo 1.3

Calcule a forca que se exerce sobre a armadura do dispositivo no
exemplo 1.1. Utilize para isso a expressdo 1.19.
Resolugédo:

Considerando o circuito magnético linear, tem-se:

, 2 2
Wm:lL(x)i2 L(x)=—2 = n
2 Rn(x) 1 41
HoS Hr
Fem:%:lizdl’_(x):lnziz;@
ox 2 dx 2 Rmz(X) dx
como
Ry, 1
0x Wy S
Tem-se:
I RCEV R
em > F%? 1oS

que é equivalente & expressdo obtida no exemplo 1.1.

Expressoes do binario electromagnético

Para um circuito magnético movel em rotacao, como o desenhado na figura 1.3, os

resultados precedentes sdo aplicados directamente ao binario electromagnético M,,,, a
partir de raciocinios semelhantes (dW,,,. escreve-se dW,,,.=Mep, d6).

Se se considerar a funcdo energia como uma fun¢do da posicao 0 e do fluxo v,

tem-se:

M gy, =——8W”ég//’e) (1.21)
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Se se considerar a fun¢ao co-energia magnética fungdo de i e 6, tem-se:

oW, (i,0)

Mem - ae

(1.22)

1.4. Expressoes simplificadas (circuitos lineares)

Felizmente pode considerar-se na grande maioria dos casos, que 0s circuitos
magnéticos dos transdutores ou das maquinas girantes nao estdo saturados
magneticamente. Nestas condi¢des a curva de magnetiza¢cdo (i) reduz-se a uma recta, e
o fluxo v ¢ directamente proporcional a corrente i. O factor de proporcionalidade

(coeficiente de auto-indug¢do) ¢ funcdo de x.
y=nd=L(x)i (1.23)
ouainda ni= R(x) ¢.

A energia e a co-energia magnética, apesar de serem funcdes de variaveis

diferentes, tomam neste caso valores iguais, € as expressdes simplificam-se pelo facto
da variavel x aparecer independente de i ou ¢.

A energia escreve-se:
1 2
W=7 R ¢ (1.24)
A forga electromagnética, segundo (1.11), vale:
1 ,dR 1 ,dR
Fon(®x) =-5 ¢ 5= =5 & (1.25)
A co-energia escreve-se
.1 2
W :EL(X)Z (1.26)

Desta expressao conclui-se, aplicando (1.19)

1 »dL(x
Fom =512—d(;l (1.27)

As duas expressoes (1.25) e (1.27) sdo naturalmente idénticas tendo em conta as

expressdes (1.23) e derivando L(x) = n2/R(x).
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14 Dinamica das Maquinas Eléctricas

A primeira corresponderd, como se verd mais tarde, ao ponto de vista dos circuitos
n 1 AN 1 1 1 n 1
excitados em tensao", e a segunda ao ponto de vista dos circuitos "excitados em
corrente".
Em particular, a expressao (1.27) mostra claramente que a forga electromagnética
resulta da corrente na bobina e da varia¢ao da indutancia do circuito.
No caso de uma maquina girante, a coordenada x corresponde 6 e a forga

corresponde o binario:

1 ,dR
Men(0.6) =-5 ¢ o (1.28)
Mo(i, 0) = % i Z—Le (1.29)

Das expressoes 1.28 e 1.29 pode concluir-se que para o calculo da for¢a ou do

binario ndo ¢ necessario conhecer todos os pardmetros geométricos do conversor

electromecanico. E necessario conhecer apenas a fungdo R(x) ou L(x). O mesmo se

pode dizer para o calculo das grandezas eléctricas. Com efeito, para o caso do conversor

electromecanico da figura 1.2, tem-se:
 dy . d :
w=rit s =rit o (L(x) Q) (1.30)

4 dL
u=ri+ LG +i—d(fZ (131)

] L
u=ri+L(x)% +id—agl% (1.32)

Da expressao 1.32 pode concluir-se que o facto de a peca mével se deslocar com a

velocidade x provoca uma forca contra-electromotriz de movimento que vale:

~dL(x) dx
’_d(x_ZE (1.33)

Para o estudo completo do sistema da figura 1.2 é necessario introduzir a equagao

de acoplamento mecanico juntamente com a 2? lei de Newton.
dx®
mg =Fop-F, (1.34)

Assim, o estudo do sistema pode ser feito resolvendo as equacdes diferenciais:
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di  dL(x)d dx?
u=ri+L(x)z§+i—d§ﬂ£ e mﬁ=Fem-Fc (1.35)

Para a resolucao destas equacdes ¢ necessario conhecer a funcdo L(x) (propria do

dispositivo) e a func¢do F,. que depende da aplicacdo onde o dispositivo se empregue.

Balanco Energético:

Se se multiplicarem ambos 0os membros da equagdo 1.31 por i obtém-se:

di o dL()d
wi=ri® + L) i +i2—d§2j; (1.36)

que ¢ 0 mesmo que

. ) di 1 »dL(x)dx 1 ,dL(x)dx
uz=r12+L(x)zE +§zz—d(;lg +§zz—d(;lg (1.37)
ou
) ] d(1 ] 1 5 dL(x)dx
wi=ri’ +E(§L(x) 12)+§ zz—d(;ZE (1.38)
onde

u i — poténcia de entrada

r i2 — perdas de Joule
d (1 2 - : ”
I EL(X) i~ | = Variacdo da energia magnética armazenada no campo

1 odLy ds
2V dx dt

A expressao 1.38 traduz o principio da conservagao de energia.

— poténcia mecanica

Exemplo 1.4

O coeficiente de auto-indug¢do da bobina representada na figura 1.3
pode ser calculado pela expressdo analitica aproximada

L(gp=L;+ Ly cos(26)

Determinar a expressdo do bindrio em fungdo da corrente e da

posicgdo.

Resolugdo:
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16 Dinamica das Maquinas Eléctricas

Segundo a expressdo 1.29, o binario vale

,2 dL

1 2
27 de

Mgy = =—-1"Lpsen20

1.5. Sistemas de campo magnético de excitacio multipla

Os dispositivos que se acabam de analisar tem apenas um circuito eléctrico. A
forca que desenvolvem tem sempre o mesmo sentido e ¢ proporcional ao quadrado de
um fluxo ou de uma corrente. Sdo usados geralmente para desenvolver forcas de
impulso nao controldveis. Como exemplos tém-se: Relés, contactores e actuadores de
varios tipos.

Para obter forgas proporcionais a sinais eléctricos, € sinais proporcionais a forgas e
velocidades, ¢ necessario que os dispositivos tenham dois ou mais caminhos para
excitagdo ou troca de energia com as fontes. Os imanes permanentes sao usados
frequentemente como um dos caminhos de excitagdo. Em muitos dispositivos, um
caminho de excitagdo estabelece o nivel do campo eléctrico ou magnético, enquanto o
outro trabalha com sinais. Exemplos sdo:

Altifalantes, taquimetros, acelerometros.

Todos os tipos conhecidos de motores e geradores, com excepcdes pouco
importantes, sdo exemplos de dispositivos de poténcia, que realizam a conversao
continua de energia.

Na figura 1.5 mostra-se o0 modelo de um sistema elementar deste tipo. O sistema

deve ser descrito em termos de trés varidveis independentes que podem ser os fluxos

ligados y; e y, e o angulo mecanico 6, ou as correntes iy € i, € o angulo 6, ou um

conjunto hibrido de varidveis.
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Figura 1.5. Sistema electromecanico de excitagao dupla.

Quando se utilizam os fluxos ligados, um raciocinio semelhante ao apresentado no
nimero anterior permite concluir que as equagdes paramétricas sao extensoes das

equagdes 1.10, 1.11, 1.19 e 1.20. Assim:
. an(Wl’ sze)

= o (1.39)
i = %;QWZQ) (1.40)
Mem = —W (1.41)
onde a fun¢ao energia ¢ dada por:
W 1.2.0)= [ iy + [ iy (142)

Quando se usam as correntes para descrever o estado do sistema, as equagdes

paramétricas ficam:

W (i1,in,6)

yi = (1.43)
W’ 1n(i1,1i2,6)

R P (1.44)

W (11,12, 6)
Mon =——"3, (1.45)

e a co-energia ¢ dada por:

! i i

W ir.in.0) = [ 'vidiy + [ " yodin (1.46)

Nos casos que se t€ém vindo a analisar tem-se considerado apenas um grau de
liberdade para o deslocamento x (para translagao) ou 6 (para rotagao).
Dos raciocinios que se apresentaram nao ¢ dificil concluir que para os casos em

que o deslocamento se possa fazer em duas ou 3 direcgdes independentes se tem:

W i1, i2x.y,2)
Femx(ilxilx:y,z) = ax (147)
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18 Dinamica das Maquinas Eléctricas

W m(irinx.y.2)
Femy(i1,i2,%,y,2) = PN (1.48)

W (i1,12,x,0,2)
FemAinipxyz) == (1.49)

As for¢as Fepy, F emy» Femy seriam substituidas por binarios Mg, M')/,Mg se as

direc¢des de movimento fossem 6, v, €.

Exemplo 1.5

Elemento de relutdncia varidvel com dois graus de liberdade

0 sistema estéa definido na figura 1.6. Permite exercer
simultaneamente uma forgca de atracg¢do vertical e uma forga de
centragem lateral. Um sistema deste tipo é prdéprio para a sustentacgao

magnética e a guiagem de certos comboios de grande velocidade.

A
A 4

<y

—> a

v
>
>

Figura 1.6. Elemento de relutdncia wvariavel

Determine as componentes da forga que se exerce sobre a pecga mbvel.

Resolugdo

A. Hipdteses:
1. As linhas de campo s existem na zona de entreferro minimo e tém

a direccgdo de x.

2. A permeabilidade do ferro é infinita.

3. O referencial encontra-se na peca fixa na qual se encontra o
enrolamento.

B. Determinag¢do das forcas

Tendo em conta as hipdteses consideradas tem-se para o valor da
permedncia.

p _Hob(@-y)
2x
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I .2 1 2.2 '
Wo=—Li“=—n“i“P =w
m 2 2 m

As forgas que se exercem sobre a pega segundo x e y serdo:

oW ' m(i, x,y) oW’ (i, x,y)
Fryw = ————————— Fro o ——
mx ox my ay
1 2.2 aP 1 2.2 dP
me=5”1§ Fm},:?nld—y
, b(a- 1 5, b
me = —EHZJ_ZM me_ _n212luL
2 2ax2 2 2x
CONCLUSOES :

Tanto Fp, como me tem resultados independentes do sentido de i, Fpy
é forga de atracgdo (sempre) e me tende a centrar a pecga.
A intensidade de Fp, € tanto maior quanto mais centradas estiverem

as pegas.

Fpnx € me, variam inversamente com a dimensdo do entreferro. Fpy
depende do gquadrado do entreferro e me varia inversamente com o

entreferro.

Nota: As expressdes da permedncia e das forgas acima indicadas foram

determinadas desprezando a relut@ncia do ferro (U,=~). Esta

aproximagdo é valida quando o entreferro for grande. Quando x—0 &

necessario considerar também a relutdncia do ferro.

1.6. Caso do circuito magnético linear.

Considere-se agora que os circuitos magnéticos da figura 1.5 sdo lineares. Os
fluxos ligados com cada um dos dois circuitos qualquer que seja a sua posi¢do sao
iguais a soma do fluxo criado pela propria corrente e do fluxo criado pela corrente que

circula no outro circuito. Ou seja

v =L1(6) i1+ M(6) i (1.50a)

Y = M(6) i1+ Ly(6) ip (1.50b)
As fungdes energia magnética e co-energia magnética, embora fungdes expressas
em termos de variaveis diferentes, tomam o mesmo valor numérico.

1 1
W1, ¥2,0) = Wy(i1,i2,0) =5 W1 i1 +5 Yo in (1.51)

Gil Marques 02-04-02



20 Dinamica das Maquinas Eléctricas

ou

1 1
Wm =5 L1(6) i1> + M() i1 iy +75 La(6) iz (1.52)

donde se conclui que o binario vale

1 Ldly® . am©) 1 . ,dL(0)
Man =3 i =4g~ *i12" g9~ *3 2"~y

(1.53)

esta expressdo ¢ uma generalizacdo da expressdo 1.29. As equagdes eléctricas

Sao:
d
up = ry i +% (1.54)
d
u =1y in +% (1.55)

introduzindo as equagdes 1.50, obtém-se:

' diq diy _dLy  dM|de
uy =r| 11+|:L1%+ME:| +[11%+12%:|E (1.56)

‘ diy din _dM . dLly|d6
”2=r212+|:ME+L2E] +|:11%+12%]E (1.57)

Nestas equacdes as primeiras expressoes entre paréntesis representam as "f.e.m. de
transformagdo”" (que aparecem sempre como no caso dos transformadores), e as
segundas representam as "f.e.m. de velocidade".

As expressoes 1.56 e 1.57 podem tomar uma forma mais condensada se se utilizar

a notac¢ao matricial. Com efeito, definindo:

[H] {L1(9) M) ] [m]
I= Lg) = U= 1.58
i ® M) Lao) u (29
e notando que:

Wy = % 1ITL®O) 1 (1.59)
Obtém-se

_1 rdL(®)
Men =5 1" =20 1 (1.60)
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U=R1+L(9)%I+é%1 (1.61)

onde

R1 queda de tensdo resistiva

d
L(6) 7R f.e.m. de transformagao

dL )
0 70 1 f.e.m. de velocidade

As expressoes 1.60 e 1.61 sdo validas também para o caso em que existem mais
do que dois circuitos ligados magneticamente. A definicdo das matrizes serd a
correspondente.

O estudo completo de um sistema com varios circuitos ligados magneticamente
faz-se com as equagdes diferenciais (1.61) e a 2* equacdo de Newton associada a

expressao do bindrio.

6 1 [dL(o
J 2 =2 IT[—d%Z] I- M, (1.62)

Como o binario depende apenas das correntes ¢ da posi¢do, e ndo das derivadas
das correntes, pode dizer-se que ha desacoplamento entre as equagdes (1.61) e a equacao

(1.62).

1.7. Aplicacdo ao caso de circuitos magnéticos com imanes
permanentes.

A expressdo 1.53 pode tomar uma forma diferente utilizando as permeancias

definindo os coeficientes de inducao do seguinte modo:

Ly =n12 P[(g) L) =n22 P 2(6) Mg =ny ny P M (1.63)

Obtém-se ap0ds substituicao:
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1, ,dP gy . dPye 1, ,dP 2
Mep, =5 nlzllzm(_Z +nyi1ny lzw(_Z ) n22 lzzw(_Z (1.64)
ou seja

1 dP 19 dP m 1 dP 29
Memzz le# + Fp Fm27(_Z "'EFmZzW(_Z (1.65)

A expressao 1.65 ¢ adaptada para o estudo de dispositivos constituidos por um
circuito magnético, um iman permanente ¢ um bobina. Designado com o indice i 0 iman

e com o indice b a bobina tem-se:

1 dP 10 dPme 1 ,dPagq
Mem =5 Fmizm(_l + Foinp 11;7(‘Z +5 (p lb)zm(‘Z (1.66)

O termo F,,; é constante e depende do iman utilizado.

Classificacdo dos dispositivos electromecinicos consoante o uso de
iman permanente

Os dispositivos electromecanicos podem ser de dois tipos, consoante a natureza do
campo de acoplamento: dispositivos de natureza electrostatica, se se basearem no campo
eléctrico, e dispositivos de natureza electromagnética se se basearem no campo
magnético.

Nos sistemas de natureza electromagnética ¢ frequente a utilizagdo de imanes
permanentes.

Nao considerando as maquinas rotativas tradicionais, distinguem-se os seguintes 4
Casos:

» Sistemas relutantes ou de relutancia. Nao possuem iman permanente.
Baseiam-se na varia¢ao de relutancia com a coordenada de posi¢do. Sdo caracterizados
por ndo apresentar termo de binario devido a interaccdo mutua entre a parte fixa e a
parte mével.

* Sistemas electrodinamicos. Sao caracterizados por um iman e um circuito
ferromagnético fixos com uma (ou varias) bobinas moveis. Neste caso a for¢ca deve-se

essencialmente a interaccao mutua entre a parte fixa e a parte movel.

dP M(6)
My = Fpi np ip do (1.67)
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* Sistemas electromagnéticos. Sao caracterizados por um circuito ferromagnético e

uma bobina fixa com um iman permanente moével. O iman ¢ atravessado pela parte

principal do fluxo criado pela bobina e ¢ constituido por um material de fraca
permeabilidade magnética equivalente. A forg¢a devida apenas a bobina ¢ independente
da posicao. A forca total depende da posicao do iman bem como da posi¢do mutua entre
a bobina e o iman.

dP | (e
0

P, (6)

- (1.68)

l -2
M., = E Fmi + Fminbnb

* Sistemas relutantes polarizados. Neste caso o termo de for¢a mitua e o termo de
forca devido a bobina tem uma ordem de grandeza comparaveis. A expressao do binario

nestes sistemas ¢ semelhante a expressao 1.66.
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Anexo 1: Expressoes matematicas para a energia magnética

Caso geral
A energia magnética pode ser obtida pelo integral de volume da densidade de

energia. Assim obtém-se:

B .
W, =j0 H.dB (AL.1)

W, :mVUOBH.dE }’V (A1.2)

Para a utilizagdo desta equacdo ¢ necessario conhecer toda a geometria do

dispositivo que se estiver a estudar e os campos B e H em todos os pontos do volume V
onde ¢ calculado o integral da expressao Al.2.

Na expressao Al.2, a energia magnética armazenada € expressa em termos de
propriedades especificas ou por unidade de volume do campo magnético. Este ponto de
vista ¢ o do projectista que pensa em termos de materiais, intensidade de campo,
intensidade de esforcos e conceitos semelhantes. Constroéi entdo a forma geométrica e o
arranjo de qualquer dispositivo especifico a partir do conhecimento que possa fazer com
um volume unitario dos materiais disponiveis.

A energia magnética também pode ser escrita em termos de fluxos ligados w e das

correntes i. Com efeito, tem-se da teoria dos circuitos:

Wn(vio)= [ iG.y)dv (AL3)

onde a corrente ¢ uma fung¢do da posicao x e do fluxo ligado y. Daqui resulta que
a energia magnética ¢ uma funcao do fluxo e da coordenada de posi¢ao. Basta conhecer
arelagdo i(y,x) e o integral da equacdo A1.3 para se obter a energia magnética.

Na expressao Al.3, a energia ¢ expressa em termos do fluxo ligado e indutancias,
conceitos particularmente uteis quando a ndo-linearidade nao ¢ importante. O ponto de

vista aqui ¢ o do analista de circuitos. A teoria do funcionamento da maioria dos

dispositivos de conversdo electromecanica pode ser desenvolvida supondo que o

dispositivo € um elemento do circuito (teoria de circuitos) com indutancia variavel com
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a posicdo. Este ponto de vista d4 pouca compreensdo dos fendémenos internos e ndo da
qualquer ideia do tamanho fisico.

Uma posi¢do intermédia entre a do projectista e a do analista de circuitos ¢ obtida

a partir da equacdo 1.12 a partir de uma mudanca de variavel. Com efeito, como y=ng¢,

W, (vx) = f(‘)" idy = jj nid¢ (Al4)

Como a F

wm © uma funcdo do fluxo, e a relacdo entre as varias grandezas

depende da configuracdo geométrica da bobina, do circuito magnético e das

propriedades magnéticas do material do ntcleo, obtém-se:

(0= [y (0,5)9 (A1)

Caso do circuito magnético linear.

Devido a simplicidade das equagdes resultantes, a nao-linearidade magnética e as
perdas no nucleo sdo frequentemente desprezadas na anélise de dispositivos praticos. Os
resultados finais de tais analises aproximadas podem, se necessario, ser corrigidos por
métodos semi-empiricos para levar em conta os efeitos dos factores desprezados.

A expressao Al.2 toma agora a forma:

W= || _[V%i—de (AL6)

Admitindo a linearidade do circuito magnético, a relagdo entre o fluxod e F,, . ¢

dada pela relutancia R ou pela permeéncia P, definidas como:

_ Fom Al7
F’—L Al.8
-5 (ALS)
a energia vem:
1 1 1
Wy=5iyv=5F,,¢=5R¢ (A1.9)

Definindo a auto-indutancia da bobina
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L=¥ =" -2p (A1.10)

obtém-se também

W Z%leﬁ (A1.11)
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Exercicios de Revisao

I

Considere a maquina eléctrica representada na figura seguinte:

Determinou-se experimentalmente a indutancia da bobina e obteve-se a expressao:

L(6)=Ly+ Lrcos260+ Lg cos 60

em que Ly, L, e Lg sdo constantes e 0 ¢ a posi¢ao do rotor.
A - O enrolamento encontra-se alimentado por uma fonte de corrente.
i(t) = Isen ot
A-1.Determine o modelo matematico que lhe permita determinar o
comportamento dindmico deste sistema.

A-2.0btenha uma expressao para a energia magnética armazenada.

A-3.Qual a relacdo entre a energia magnética armazenada média e o bindrio de

origem electromagnética.

B - O enrolamento encontra-se alimentado por uma fonte de tensao:
u(t) = Usen wt
B-1.Determine o modelo matematico que lhe permita determinar o

comportamento dindmico deste sistema.
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B-2.0btenha uma expressao para a energia magnética armazenada.

B-3.Qual a relagdao entre a energia magnética armazenada média e o bindrio de
origem electromagnética.

B-4.Em que condigdes esta maquina podera transformar energia eléctrica em
energia mecanica de uma forma continua no tempo.

B-5.Sera que esta maquina pode funcionar como gerador? Justifique a resposta.

I

Para o transdutor magnético de um circuito eléctrico mostrado na figura, foi

determinado experimentalmente que:

ji

V=301 -axd)

17

em que a = 104,

Y.

Esta representacdo ¢ valida no intervalo 0< i < 3A e 0 < x < 0,04m. Desprezar os
efeitos da gravidade.

a) Calcule uma expressdo da for¢a fem funcdo das varidveis do sistema.

b) Considerando que a bobina se encontra alimentada com uma fonte de corrente
de amplitude constante e igual a 3A, determine a expressdao da forga. Determine se a
forca actua no sentido do aumento ou da diminui¢ao de energia magnética armazenada.

c¢) Considerando que a bobina se encontra alimentada por uma fonte de tensao
alternada sinusoidal de frequéncia igual a 500 Hz e que a resisténcia do condutor ¢ nula,
determine uma expressdo para a for¢a e se o sentido dessa for¢a actua no sentido de

diminui¢do ou aumento de energia magnética média armazenada no sistema.
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111

No dispositivo que se mostra na figura, os campos de dispersao nas extremidades
podem ser desprezados. O valor da capacidade pode ser assim determinada e expresso

COmo.:

a
I
&‘g)
W

1
=

onde A ¢ a area da armadura. Quando se aplicar uma tensdao #=0 e uma forca /=0,
o sistema encontra-se em equilibrio em x=0. Despreze qualquer atrito mecénico mas

considere a forca da gravidade.

X

a) Determine as equagdes dinamicas do dispositivo.

1A%

Determinou-se experimentalmente que a relagdo entre o fluxo e a corrente de um
determinado sistema electromecanico depende da posicdo da sua pe¢a moével x e da

corrente i pela relacao:
1000 §
= — |2/3
v ( x3+1 )
A bobina tem uma resisténcia de » ohm.

a) Obtenha uma expressao para a for¢a mecanica de origem eléctrica.

b) Escreve as equacdes do movimento do sistema.

Gil Marques 02-04-02



30 Dinamica das Maquinas Eléctricas

v

Um determinado sistema eléctrico tem uma relacao entre as cargas € os potenciais

dada por:
q(u, x) = g (1-eP)

onde f3 e ¢, sdo constantes e u ¢ a tensdo entre as armaduras do condensador. O
ponto de equilibrio do sistema ¢ x = x.

Obtenha as equagoes dinamicas deste sistema.

VI

Um determinado sistema magnético com dois pares de terminais eléctricos (u1, i1)
e (up, i) e um grau de liberdade mecanico (f, x) ¢ definido pela seguinte relagdo entre as

tensoes e as correntes:
~dip d .
u=2aiy g + 5 (by)i2)
d , _dip
up =" (byi1) +2cir -

em que a e ¢ sdo duas constantes reais positivas e b(x) ¢ independente de qualquer
corrente e € univoca para cada x.

a) Serd a co-energia magnética uma funcdo de estado de iy, i» e x? Determine esta
co-energia.

b) Sera que a energia magnética armazenada ¢ igual a co-energia?

c¢) Obtenha uma expressao para a for¢a em termos das varidveis iy, i € x.

Gil Marques 02-04-02



Cap. 2 Sistemas Electromagnéticos 31

Capitulo 2

Sensores e Actuadores Electromecanicos

Neste capitulo faz-se uma abordagem ligeira dos sensores e actuadores
electromecanicos de varios tipos. A classificagdo que se adoptou encontra-se
generalizada em alguns livros da especialidade. Os sistemas onde os fenomenos de
conversao de energia sdo essencialmente de origem magnética sdo classificados de
acordo com a presenca ou nao de um ou varios imanes permanentes ¢ da sua
localizagdo. A matéria que se encontra tratada neste capitulo pode ser considerada como

aplicagdes da teoria descrita no primeiro capitulo.

2.1 - Sistemas de relutancia

Modelo Matematico

Por defini¢do, um sistema de relutdncia ndo comporta nenhum iman permanente
sendo o seu binario (ou forga) caracterizado por componentes resultantes da variacao da
indutancia propria das bobinas. Assim, existird obrigatoriamente uma variagdo dos
circuitos magnéticos associados a estas indutancias. No caso do circuito magnético
linear com apenas uma bobina, temos para as equacdes do bindrio e das tensoes:

_lpd

= 2.1
em 21 40 (2.1)
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(2.2)

Propriedades gerais dos sistemas relutantes

Da equacao 2.1 pode concluir-se:

* O binario ¢ proporcional ao quadrado da corrente. O sentido do binario ¢
independente do sentido da corrente que atravessa a bobina. O sistema ndo ¢ linear na
conversdao electromecanica e nao ¢ apropriado para a transmissdo de informacgao

analdgica. Para a analise destes sistemas nao ¢ valido o principio da sobreposicao.

* Para obter um binario significativo, a variacdo da indutancia propria devera ser a
maior possivel. Esta variagdo faz-se a custa de circuitos magnéticos cuja relutancia varia

com a posi¢do da peca movel.

* A grande variacdo de relutincia magnética que se referiu no ponto atras
traduz-se por fortes variagdes de fluxo. E vulgar o aparecimento de uma saturagdo
importante em certas zonas do circuito magnético. Assim, estes sistemas sdo dificeis de

estudar apesar de serem de concepgao simples.

Exemplos

Exemplo 1: Electroimans

J4

Um Electroiman ¢ um componente de um sistema mais complexo como por

exemplo, um relé, um contactor, uma electrovalvula, etc.

Como se viu num dos exemplos do capitulo anterior, a forca num sistema de
relutancia € sempre uma forga de atraccdo. Um electroiman pode ser constituido apenas
pelo sistema de atracgdo ou também pelo sistema ferromagnético que se desloca
(atraido). No primeiro caso dizem-se electroimans abertos.

Os electroimans podem ser classificados consoante a sua geometria, do seguinte

modo:
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A - Ndcleo em forma de U

Podem tomar vérias formas. Sao 4 as mais frequentes (fig. 2.1):
» Armadura plana
* Armadura de fecho
» Armadura penetrante

* Armadura girante

a) armadura plana b) Armadura de fecho

A KK X

¢) armadura penetrante d) Armadura girante

Fig. 2.1. Electroimans em forma de U.

B - Electroimans em forma de E

Sao 4 os mais frequentes (Fig. 2.2):
» Armadura plana * Nucleo de fecho

* Armadura penetrante * Armadura girante

Fig. 2.2. Electroiman em forma de E de armadura plana.
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Esta construg¢do geométrica conduz a uma melhor protec¢do mecanica e magnética

da bobina. Pode ser realizada com nucleo magnético folheado.

C - Electroimans cilindricos

Podem ser construidos de duas formas:
* Armadura plana (Fig. 2.3)

* Nucleo penetrante

Fig. 2.3. Electroiman cilindrico de armadura plana.

Neste caso € Optima a proteccdo da bobina, tanto do ponto de vista mecanico
como magnético. E possivel um funcionamento com corrente alternada recorrendo a

materiais ferromagnéticos de baixa condutividade.

D. Electroimans de duplo efeito e reversiveis.

Trata-se da duplica¢ao de um electroiman simples. O sistema ¢ composto de duas
bobinas. Numa estrutura de duplo efeito ¢ necessario assegurar uma posi¢do média
através de uma mola ou de outro processo exterior. A excitacdo de uma das bobinas
provoca um deslocamento com um determinado sentido. A excitacdo da outra bobina
provoca um deslocamento no sentido contrario. Em caso de corrente nula a mola
mantém a peca movel numa determinada posigao.

Nas estruturas reversiveis, o electroiman compreende duas posigdes extremas

correspondente a alimentagdo de uma ou outra bobina. Nao ha aqui o ponto médio

estavel como acontece na estrutura de duplo efeito.

Fig. 2.4. Electroiman reversivel.
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Influéncia da forma do circuito magnético

A forma de circuito magnético de um dispositivo relutante ¢ fundamental na
caracteristica de for¢a em funcdo da posi¢ao. O objectivo € realizar um dispositivo com
caracteristica adaptada a aplicacdo em causa. Para isso recorre-se frequentemente a
saturagdo magnética de determinadas zonas do circuito magnético. As pecgas sao
projectadas de modo que as zonas que se querem saturadas tenham uma menor secgao.
Assim obtém-se caracteristicas de for¢a ou binario em fun¢ao da posi¢ao diferentes das
consideradas no exemplo do capitulo anterior onde nao se considerou a saturagao. Neste

caso o andamento da forga segue uma lei proxima de:

k

f(5)=w

(2.3)
Onde k e a sdo duas constantes.
Exemplo 2: Relés

Um relé¢ ¢ constituido por um electroiman que actua associado a uma mola. A
bobina ao ser percorrida por corrente eléctrica faz deslocar uma pega movel e assim
fecha ou abre contactos eléctricos. Tem-se assim um sistema de interruptores que
fecham ou abrem consoante existe corrente ou ndo numa bobina. Este dispositivo

continua a ser muito utilizado em automatismos industriais.
Exemplo 3: Contactores

Um contactor tem o mesmo principio de funcionamento que um relé¢ mas assegura
nos seus contactos o fecho ou corte de correntes e tensdes mais importantes. O elemento
motor ¢ um electroiman normalmente de armadura penetrante em E. A bobina pode ser
alimentada em corrente alternada ou em corrente continua. E frequente o utilizador
poder escolher varias gamas de tensdo a utilizar para os dois tipos de corrente (AC e
DCO).

Além dos contactos principais que deverao ser realizados de forma a cortar
correntes elevadas (e indutivas), o contactor dispde de um ou mais contactos auxiliares
que poderao ser utilizados na concepgao do sistema de comando da instalagdo. O

contactor ¢ o sistema mais usado para ligar os motores de indugao a rede de energia.
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Bobina
Mola

NN
Peca fixa — S B R N
==—=——————-xPeca movel B 14 |2 4 6
a) Esquema b) Simbolo

Fig. 2.5. Contactor.

Exemplo 4: Electrovalvulas

A figura 2.6 representa um exemplo de electrovalvula munida de um electroiman
de relutancia variavel. E do tipo cilindrico de niicleo penetrante. A posigdo de repouso
(sem corrente na bobina) corresponde ao €émbolo na posicdo de fecho. A excitacdo da

bobina provoca o movimento do nucleo e a correspondente deslocacdo do émbolo faz

!

a) fechada b) aberta

abrir o circuito hidraulico.

—

>

Fig.2.6. Electrovalvula.

Exemplo 5: Motor oscilante relutante

A figura 2.7 representa um motor oscilante de movimento angular. A posicao de

equilibrio sem corrente ¢ definida por um sistema de molas.
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Fig.2.7. Motor oscilante.

A excitagdo da bobina provoca a centragem da armadura movel. Para que o
sistema arranque € necessario que a frequéncia propria mecanica do sistema de massa e

molas seja o dobro da frequéncia de excitagao.

Exemplo 6: Motores passo-a-passo

O motor relutante que se mostra na figura 2.8 ¢ trifasico. A alimentagdo de uma
fase (A por exemplo) provoca um alinhamento dos dentes estatoricos e rotdricos como
se mostra na mesma figura. A alimentacdo consecutiva da fase B e consequente corte da
fase A provoca um movimento do rotor até¢ que os dentes estejam de novo alinhados
com a fase B. Obtém-se assim uma rotacao de 1/12 de volta. A ordem de alimentacao
ABC assegura uma rotacao no sentido directo enquanto que a ordem ACB provoca um

sentido de rotagao inverso.

Fig. 2.8. Motor passo-a-passo de relutancia.
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Analise de um motor de relutancia rotativo, alimentado em corrente
alternada

A - Calculo do binario a partir da relutancia

Considere-se o motor rotativo desenhado na figura 2.9. Para calcular o binario
electromagnético M, exercido sobre o "rotor" pode utilizar-se a equagdo 1.28. Para
isso € necessario estudar como € que a relutancia do circuito magnético varia em fungdo
do angulo 6: ¢ claro que a relutancia do entreferro ¢ preponderante. Esta relutincia varia

fortemente com 0:

a) b) ¢)

Fig. 2.9. Maquina de relutancia. Esta figura mostra apenas a parte do circuito magnético ndo estando
representada a bobina de excitagao.

a) Se 6 = 0 ou B = 180°, isto &, logo que o rotor esteja alinhado segundo o eixo d
(fig. 2.9) a relutancia € minima (pois o comprimento do caminho do fluxo no ar

¢ minimo). Chamemo-lhe R ; sem a calcular:
Rd - Rmin

b) Quando 6 = 90° ou 6 = 270°, isto ¢ o rotor encontra-se alinhado segundo o

eixo g perpendicular a d, a relutncia é méaxima (fig. 1.9¢). Chamemo-lhe R e
Rq - Rmax
¢) Para valores intermédios de 6, a relutancia toma valores intermédios entre R ; e

R g Depende da geometria do rotor e da distribui¢do do fluxo no ar.

O andamento destas variagdes em funcado de 0 estd representado na figura 2.10.
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PSRN PERN

Relutancia

0 90 180 270 360

Posicdo [graus]

Fig. 2.10. Variacao de relutancia segundo 6.
Tendo em conta que a relutdncia toma o mesmo valor em cada meia volta,
conclui-se que R (0) é uma fungdo periddica do angulo 26. A lei matematica

aproximada que normalmente se adopta, resulta de um desenvolvimento em série de
Fourier limitado a dois termos. Esta lei encontra-se representada na figura 2.10. Para o
estudo analitico, vai admitir-se algum erro e considerar a expressao 2.4 como a lei

aproximada.

R (9 = Rd;RH Ri;%cosze 2.4)

Aplicando a expressdo 1.28 tem-se para o binario:

Moy, =% ¢’ (R#R,) sen(26) (2.5)

B - Sistema de relutincia alimentado por uma fonte de tensdo alternada

sinusoidal

Suponhamos que a tensdo aos terminais da bobina ¢ sinusoidal e de frequéncia
angular o = 27 f.
u=4[2 U cos(awr) (2.6)

Se se desprezar a resisténcia, o fluxo vem:

= %J. udt=\/§ Dsen(wr) onde P = 2.7)

N
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Substituindo na expressdo do binario tem-se:
1, _ 2
Mem =75 ¢ (R#+R,) sen(206) (R4+R,) sen(26) sen”(wr) (2.8)

Suponhamos que o rotor roda a uma velocidade constante. Temos

do
2 = Om (2.9)
ou
Utilizando as expressoes
1- 20t
sen2 @t = #028_0)2

1
sen a cos b = o) [sen (a+b) + sen (a-b)]

obtém-se:
sen(2awt —20,,,)
1 1
Mem:Ed)z(Rd—Rq)J—Esen[Z(a)m+a))t—206m] (2.11)
- %sen[Z(com - co)t - 206m]

Se w e wy,, forem valores quaisquer, as 4 parcelas t€m valores médios nulos.

Se wy, = + w, um dos dois ltimos termos torna-se igual a +(1/2) sen (20y,,) e os outros

tém valor médio nulo.

O valor médio do binario é entdo:

em,,

- %d)z(Rd ~ R, ken(20,,,) (2.12)

Para que o dispositivo produza binario de valor médio ndo nulo, ¢ necessario que

o rotor gire a uma velocidade angular igual a pulsagdo da fonte.
Oy = 0 — N,.=060f [rpm] (2.13)
Esta condicdo representa a condigdo de sincronismo e N, ¢ a chamada

"velocidade sincrona". Assim, o motor de relutancia pode desenvolver um binario médio
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ndo nulo apenas para duas velocidades de rotagdo w,~=w e¢ ®,=-®. Nao tem a
capacidade de arrancar autonomamente. Se for posto em movimento por um meio
auxiliar, continua a rodar tomando uma decalagem (¢,) correspondente ao binario

resistente M. Se se aumentar progressivamente o binario de carga, o rotor aumenta a

sua decalagem (o,,) no sentido negativo até se atingir o ponto:

45°,¢° @ (2.14)

onde o motor dessincroniza.
Note-se que o bindrio médio € proporcional ao quadrado da tensdo aplicada a
bobina. E também proporcional a diferenca entre a relutdncia segundo o eixo ¢ € a

relutancia segundo o eixo d.

Jiole, R,

/ N

Binario
)
=)
W (=

-90 -45 0 45 90
Angulo [graus]

Fig. 2.11. Relacdo entre o binario médio e o angulo de decalagem.

C - Célculo do binario a partir da indutincia

O motor de relutancia pode ser estudado, utilizando a indutancia L(6) e aplicando

arelagdo 2.1.

Com efeito, a indutancia varia, a priori, segundo uma lei periddica de angulo 26
entre um valor L; representando o maximo (para 6 = 180° 0° etc.) e um valor Lqg
representando o minimo (para 6 = 90°, 270°).

Pode considerar-se que a indutancia varia segundo uma lei sinusoidal da mesma

forma que a relutancia. Na figura 2.12, representa-se a lei aproximada.
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Indutancia
Ld
Lg |
0 90 180 270 360
Posi¢ao [graus]
Fig. 2.12. Variagoes da indutancia em fungédo de 6.
ou seja:
Lg+L Ly—L
L(o) = : 94 : 9 cos26 (2.15)

A partir da equagdo 2.1. obtém-se:

M,, = _%iz (Ly-Ly)sen26

Alimentagdo com corrente continua

Quando a maquina se encontrar alimentada com uma fonte de corrente continua

constante, o binario tende a alinhar o rotor com o estator. Com efeito, quando houver

uma pequena variagdo da posi¢cdo em torno do ponto de alinhamento (6=0), tem-se:

AO>0 AM,, <0 Accao centralizante

AB<O0 AM,,>0 Accao centralizante

Quando se pedir um bindrio de carga M., a posicdo 0 de equilibrio vai ser tal que
M=M..

Se a maquina rodar a uma determinada velocidade w,,#0, o binario ¢ uma funcao

sinusoidal da posicao e portanto tem valor médio nulo.

Alimentagdo com uma fonte de corrente alternada

Suponha-se entdo que a corrente na bobina seja sinusoidal de pulsagdo ®
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i(t) =~[2 I cos(awr) (2.16)

deduz-se que o bindrio instantaneo exercido sobre o rotor vale:
1
Mem = -5 i (Lg-Lg) sen(26) = - > (Lg-Lg) sen(26) cos*(er) (2.17)

Atendendo a semelhanga formal com a equacdo 2.8 pode afirmar-se que este

binario ¢ oscilatdrio e que o seu valor médio, a velocidade de sincronismo, vale:

Lyl
Mgy = P57 sen(20z,) (2.18)

Em fung¢do do angulo ¢, o binario médio varia segundo uma lei semelhante ao

caso anterior.

2.2. Sistemas Electrodinamicos

Generalidades.

Por definicdo um sistema electrodindmico ¢ caracterizado por um circuito
ferromagnético composto por um iman permanente fixo ¢ uma bobina mével. O binario
(ou a forga) resulta da variagdo da permeancia mutua entre o iman e a bobina. Os
binarios resultantes das variagdes das indutancias proprias associados a bobina e ao

iman ou sdo nulos ou de valor desprezavel.

Equacaoes.

Para o caso mais frequente que ¢ composto apenas por uma bobina € por um iman,

tem-se para a equagao dos binarios:

dP
Mem =5~ Foi npip, (2.19)

onde
P ) - Permeancia mutua entre o iman e a bobina

Fi . np ip, - Forgas magnetomotrizes associadas ao iman (i) e a bobina (b)

Para a equagdo das tensdes, tem-se
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w, = ryiy + Ly %w ny, ‘”;—qMé F,; (2.20)

Propriedades gerais.

Um sistema electrodindmico ¢ caracterizado pelas propriedades principais:

1. O binario (ou forga) € proporcional a corrente da bobina. Este conversor ¢ linear na
conversao electromecanica: presta-se assim a fun¢des de medida, de regulagdo ou de
transformagao analdgica.

2. A indutancia propria da bobina deve variar o menos possivel em fun¢do da posi¢do
desta. Se isto nao acontecer aparece uma nao linearidade na caracteristica
forca-corrente ou bindrio-corrente.

3. A zona do entreferro ¢ caracterizada por uma indugao uniforme.

4. Os sistemas electrodinamicos sdo caracterizados por inércias muito baixas. Como
consequéncia, a constante de tempo mecanica também sera baixa.

5. Sendo o binario (ou a forga) proporcional a corrente, uma inversao de sentido desta
provocara uma inversdo do sentido da forca. Isto presta-se a movimentos
oscilatorios de vai e vem. O principal inconveniente para realizar este movimento
oscilatorio encontra-se na alimentacdo da bobina moével. Para um movimento

continuo de rotagdo ou translacdo, ¢ indispensavel um recurso a escovas.
Exemplo 7: Altifalante.

Principio e caracteristicas

O altifalante ¢ um sistema que assegura uma conversao de energia eléctrica em
energia acustica. O accionador do dispositivo assegura uma conversdo mecanica
acustica. A figura 2.13 descreve o principio de um altifalante electromecanico. O
transdutor electromecanico provoca um movimento de vai e vem na membrana que se

traduzira em sinal sonoro.
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O Transdutor do altifalante

O transdutor electromecanico mais vulgar ¢ do tipo electrodinamico. Também
podera ser do tipo electromagnético ou electrostatico.

O transdutor electrodindmico compreende um iman e um circuito magnético em
forma de pote. Podem ser utilizadas variantes diferentes.

A bobina axial é concéntrica com o nucleo central. E colocada num campo de
indu¢do magnética criado pelo iman. A alimentacdo da bobina em corrente alternada
permite gerar um movimento oscilatorio da mesma frequéncia, o que vai produzir um
som através da membrana. A amplitude do som tem a ver com a amplitude da corrente

na bobina e com a resposta mecanica de todo o sistema (membrana + bobina).

membrana _—»

bobina

OO
0000

|_— iman permanente

*—— circuito magnético

Fig. 2.13. Circuito magnético do altifalante.

Exemplo 8: Aparelhos de medida de quadro mdével

Sao numerosos os dispositivos de medida analdgicos baseados no principio do
aparelho de quadro moével. Este é composto por um iman permanente ¢ de um nticleo
ferromagnético fixos. No entreferro duplo ¢ disposta uma bobina. A interac¢ao entre o
campo no entreferro e a corrente na bobina provoca um binario proporcional a
intensidade da corrente da bobina. A parte movel encontra-se ligada a uma mola de
modo a assegurar um deslocamento proporcional & forca e por conseguinte a corrente.
Assim ¢ possivel materializar a medida de uma corrente (ou de uma tensdo através de
uma resisténcia) pela medida de um deslocamento de uma agulha. A figura 2.14

apresenta dois dispositivos de quadro moével.
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\\\\\‘\\\n viely,,

7

\\\\\\nnk”

Fig. 2.14 Aparelhos de quadro movel

Exemplo 9: Tracador

Certos tracadores sao equipados dum transdutor do tipo electrodinamico. A

disposi¢do e o principio encontram-se representados na figura 2.15.

i

,,//
o k<] %
] l m +f‘,,l><],§ J l,,l | N

S B

Fig. 2.15. Tragador electrodinamico.

Um campo B ¢ criado através de um sistema de imans permanentes. A interac¢ao
entre este campo de inducdo e a corrente numa bobina provoca uma forca axial. A
posicdo da bobina ¢ regulada através de um controlador linear de tipo analdgico ou
digital. Esta bobina esta ligada a uma caneta que vai fazer um tragco no sentido vertical
no papel que se encontra em movimento na direc¢do horizontal.

A figura 2.16 apresenta o esquema de um outro tipo de tracador: uma impressora

de jacto de tinta.
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Jacto de tinta

bobina

Fig. 2.16. Impressora de jacto de tinta.

2.3. Sistemas Electromagnéticos

Generalidades

47

Um sistema electromagnético ¢ caracterizado por um circuito ferromagnético e

uma bobina fixas e por um iman permanente mével. O binario relutante associado a

bobina ¢ desprezavel devido ao facto da permeabilidade magnética do iman ser proxima

da do ar. Para um sistema composto apenas por um iman e por uma bobina, tem-se:

1 5 dPyg - dPye
My, = EFmi d0()+ I:mi np lp de()

) di dPy,
Uy = 1ply + Lb 72{74- ny, d—glele

Propriedades gerais

2.21)

(2.22)

Um sistema electromagnético ¢ caracterizado pelas seguintes propriedades

principais:
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1. Existe um binario (ou uma for¢a) de posicionamento sem excitagao, isto ¢ sem
corrente na bobina. Esta caracteristica ¢ importante para dispositivos que
devam assegurar uma posi¢ao fixa sem excitacao.

2. O fluxo criado pela bobina atravessa o iman. Sendo o iman caracterizado por
uma permeabilidade aparente muito baixa, a indutdncia da bobina ¢ por
consequéncia muito baixa. Os sistemas electromagnéticos prestam-se assim ao
funcionamento a frequéncias elevadas.

3. Os motores electromagnéticos sao, geralmente, caracterizados por um

rendimento elevado, gracas a uma tensdo induzida de movimento importante.

Exemplo 10: Motores passo a passo polifasicos

Certos motores passo-a-passo utilizam o principio electromagnético figura 2.17.
Sao motores caracterizados por um binario de posicionamento sem corrente. O seu
rendimento ¢ elevado. Necessitam de uma alimentagdo bipolar. O nimero de passos por

volta é normalmente baixo.

)
)

|/‘\

(2
\\

A

Fig. 2.17 Motor passo-a-passo electromagnético bifasico 4 passos por volta.

Exemplo 11: Motores passo-a-passo monofasicos

A maior parte de motores passo-a-passo monofasicos sao do tipo

electromagnético. Podem ser de rotor cilindrico ou de rotor em “bolacha” figura 2.18.
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Fig. 2.18. Motor passo a passo de rotor em bolacha.

Exemplo 12: Captores.

Certos captores utilizam a técnica electromagnética. O iman permanente movel
esta associado a grandeza a medir, em geral uma velocidade ou uma aceleragcdo. Uma
estrutura magnética ligada a bobinas permite detectar uma varia¢do da grandeza a medir
pela variagdo de fluxo da bobina criada pela variagdo do movimento do iman. As
bobinas detectam uma tensdo induzida que em geral ¢ proporcional a grandeza que se
pretende medir.

Como exemplo, a figura 2.19a apresenta a cabeca de leitura magnética de um gira
discos tradicional. O movimento da agulha ¢ convertido em variagdo de fluxo que por

sua vez ¢ detectado na bobina. A figura 2.19b apresenta um captor estereofonico.

bobina bobinas
Circuitos
Circuito
magnético
Prad \ agulha
N
a) Vulgar b) Estereofonico

Fig. 2.19. Sistemas de leitura de um gira discos
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2.4. Sistemas Relutantes Polarizados ou Hibridos

Generalidades

Um sistema relutante polarizado, também designado por sistema hibrido, ¢
caracterizado por um iman e um circuito eléctrico fixos. A parte movel ¢
ferromagnética. Em certos casos o iman pode ser encontrado associado a parte mével,
mas combinado com uma estrutura ferromagnética. Ao contrario do sistema
electromagnético, o fluxo principal criado pela bobina fecha-se pelo ferro sem

atravessar o iman. A priori, nenhum dos termos do binario pode ser desprezado. Assim:

1 dP 19 CdP w1 L dP 2
Mem = 5 I:mi2 do + Fmi npip do + 5 (l’lb Zb) 2 do (223)

Propriedades gerais.

Estes sistemas sdo caracterizados pelas seguintes propriedades:

1. Apresentam as caracteristicas de um sistema relutante beneficiadas com as
vantagens resultantes do iman permanente.

2. Consoante a concep¢ao, o bindrio de posicionamento devido apenas ao iman
pode ser desprezavel ou importante consoante 0s casos.

3. Ao contrario dos sistemas electromagnéticos, os sistemas relutantes
polarizados sdo caracterizados por constantes de tempo elevadas pois o
entreferro ¢ relativamente estreito e o circuito magnético ¢ essencialmente do

tipo ferromagnético.

Comportamento

O movimento de um sistema relutante polarizado resulta da importancia das
accgoes dos binarios mutuos relutantes e devidos ao iman permanente. A combinacao das
amplitudes, das fases e dos periodos geométricos destes termos diversos permite realizar
sistemas com caracteristicas estaticas e dinamicas diversificadas.

Estes sistemas apresentam um caracter relutante e a saturagdo ¢ muito importante.
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Estruturas possiveis

51

A priori sdo possiveis duas possibilidades para a disposi¢do relativa do iman e das

bobinas de um transdutor relutante polarizado: Podem estar sobre o mesmo suporte ou

em suportes diferentes. Nao had nenhuma vantagem de natureza electromagnética em

cada um destes casos. Sdo consideragdes de natureza econdmica, construtiva ou

dindmica que tornam uma solu¢ao mais interessante que a outra.

Iman fixo

A figura 2.20 mostra um exemplo de um motor oscilante relutante polarizado. O

iman e as bobinas s3o colocados no mesmo suporte. A distribui¢do respectiva dos fluxos

devidos ao iman e as bobinas esta esquematizada no desenho. Um iman tubular, no caso

da estrutura cilindrica deste transdutor, é caro ou dificil de obter. Neste caso sera

preferivel a solucao da figura 2.21.

N

Fig. 2.20 Motor oscilante de iman fixo
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Fig. 2.21 Motor oscilante de iman movel
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Iman movel

A figura 2.21 mostra 0 mesmo motor com um iman ligado a parte movel. A

distribuicdo de fluxo esta representada segundo a mesma convengao da figura 2.20.

Exemplo 13: Electroimans polarizados

Um electroiman que contenha um iman permanente no seu circuito magnético €

caracterizado por uma for¢a de manutencao sem corrente.

A figura 2.22 mostra o principio aplicado a um contactor. O iman permite a
manuten¢do do nucleo mével em posicao fechado mesmo quando a corrente da bobina
for nula. E necessario uma excitacdo negativa para provocar a descolagem. Uma

excitacdo positiva assegura uma atrac¢ao ainda maior.

% /Mola § ‘/Mola
T D —
_:l\ vl = | Peca movel | 00—
Pega move Bobina Bobina
N
S
Pega fixa Peca fixa

Fig. 2.22. Electroiman polarizado.

Estes sistemas sdo aplicados, geralmente, na abertura ou fecho de contactos.

Podem ser aplicados em electrovalvulas, em sistemas de comando, etc.

Exemplo 14: Motores oscilantes

A figura 2.23 apresenta uma disposicao relativa possivel para o motor oscilante,
aplicada a uma campainha eléctrica.

O movimento da parte movel assegura a abertura e fecho de contactos o que
provoca a inversao da corrente na bobina de excitacdo. Trata-se de um sistema

auto-pilotado em posicao.
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Fig. 2.23. Motor oscilante.

Exemplo 15: Motores de binario

A técnica relutante polarizada presta-se bem a realizagdo de motores que
apresentam um bindrio importante com uma amplitude de movimento inferior a uma
volta.

Estes motores sdo designados por motores de binario. A figura 2.24 apresenta um
exemplo. Estes motores sdo frequentemente utilizados em estruturas de regulacdo

principalmente em electroimans.

-agfo:o:o:o:o:.:.:.:‘e.fc S
BN R RRoRenssss
196%%% %0 %000 0SS OOV ¢!

Fig. 2.24. Motor de binario
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2.5. Sistemas Electrostaticos

Generalidades

Ao contrario dos sistemas que se acabam de descrever, cujo funcionamento ¢

baseado na utilizagdo do campo magnético como campo de acoplamento, os sistemas

electrostaticos sao baseados no campo eléctrico. Embora muito menos frequentes e de

muito menor variedade, os sistemas electrostaticos tem vindo a ganhar uma importancia

cada vez maior. A razdo desta menor utilizagdo estd relacionada com a amplitude da

forca que se pode extrair destes dispositivos quando comparados com os dispositivos

baseados no campo magnético.

Equacoées

Estes sistemas também podem ser estudados a partir da funcdo de estado

co-energia eléctrica. A fungdo co-energia eléctrica ¢ uma fun¢do dos potenciais e das

coordenadas de posi¢do. Para o caso em que se tem duas diferencas de potencial u1 € up

e uma coordenada de posi¢ao 0, tem-se

We=W(ui, up, 0)

A co-energia eléctrica escreve-se

1

1 2 1 2
W,=—Cui +Cioujur +—Cou
e 211 12U142 222

Da analogia com os sistemas magnéticos, tira-se:

oW,
Fo = 896
ow, _ow,
O = o 0, = ou,

Um sistema electrostatico podera ser modelizado do seguinte modo:

1. Equagao do binario

_1 509G it 3C12+lu§ aC,
26 6 2 ° 26

Gil Marques
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2. Equagdes eléctricas

A relagdo entre as cargas € as potenciais, sera:

[Cn]:[q Clz][ul] (2.29)
2] [Cr2 Cp Jlup

em que os coeficientes de capacidade serdo fung¢ao da coordenada de posicao 6.

A equacao da conservacao da carga permite escrever:

j c, C o cC
I P A P Y B
| [C2 Gy |dt|up Clp Gy flup

As equacdes 2.28 e 2.30 sdo as equacdes procuradas e permitem modelizar um
sistema electrostatico com dois graus de liberdade eléctricos e um grau de liberdade
mecanico, neste caso uma coordenada de posi¢do angular. O formalismo ndo se altera se
em vez de um sistema angular de coordenada de posi¢ao se considerar um sistema linear
de coordenada de posicao x. Assim, em vez do bindrio teremos uma for¢a e em vez de
0 teremos Xx.

Um grande niimero de dispositivos tem apenas um grau de liberdade eléctrico. As
equagdes simplificam-se neste caso. Seja, por exemplo, um dispositivo de movimento

linear. Tem-se:

1
We=7 u* C(x) (2.31)
O modelo sera
) du dxdC
i= C(x)E + drde U
1 dC
F=5 1>~ (2.32)

Justifica-se a derivada total da capacidade em ordem a posicdo pelo facto de a

capacidade ser uma fungdo que depende apenas da posicao.

Propriedades gerais

Os sistemas electrostaticos sdo caracterizados pelas seguintes propriedades
principais:

1. A forga (ou binario) ¢ extremamente reduzida.
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2. Nao tem alguns problemas dos sistemas electromagnéticos isto ¢: linearidade do
circuito magnético, saturacgao e histerese.

3. Prestam-se facilmente a miniaturizagao.
Exemplo 16: Voltimetro Electrostatico

O voltimetro electrostatico ¢ um sistema com um par de terminais eléctricos. E
regido pelas equagdes 2.32 onde se tem normalmente dC/dx = cte.

A parte movel encontra-se ligada a uma mola. A posi¢ao de equilibrio do ponteiro
¢ determinada quando a forca de origem electrostatica equilibra a for¢a da mola. Sao
voltimetros de verdadeiro valor eficaz, isto ¢ medem o valor eficaz da tensdo
independentemente da sua forma de onda. Sdo caracterizados por uma impedancia

interna extremamente elevada.
Exemplo 17: Motor passo-a-passo electrostatico

A figura 2.25 apresenta o esquema de um motor de passo-a-passo miniaturizado.

Fig. 2.25. Esquema de um motor passo-a-passo miniaturizado

Este tipo de motor explora a escala favoravel das forcas electrostaticas no dominio
do micrometro. O rotor de oito dentes roda em torno do centro at¢ 2500 rpm
respondendo a tensdes aplicadas sequencialmente aos polos do estator de modo a criar
um campo electrostatico girante. O “entreferro” ¢ de 2 pm. Tem um binario maximo de

12 pNm com uma tensao de excitagao de 100 V.

Exemplo 18: Sensores electrostaticos

Sao numerosos os sensores de origem electrostatica. Desde os detectores de

posicdo, acelerometros até aos altifalantes e microfones, uma variedade imensa de
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dispositivos esta hoje a ser desenvolvida vencendo algumas limitagdes dos dispositivos

de origem magnética.
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Exercicios de Revisao:

I

Um contactor tem o circuito magnético indicado na figura. A bobina tem 1000

espiras e uma resisténcia de 100 Q.

— ]

Sec¢ao=10 cm

3cm

— o) [

Fazendo as simplificagdes que achar necessarias, determine:

A expressdo da relutdncia magnética do circuito.
A expressao da energia magnética armazenada no sistema.

O valor da for¢a e do seu sentido em funcéo de 9.

R b=

Este contactor ¢ alimentado por uma fonte de tensdo alternada sinusoidal de

valor eficaz igual a 230V e de frequéncia igual a 500 Hz. Determine a

expressao da forga em funcdo da posicdo da armadura.(A altura maxima da

armadura € 0,5cm).

5. Alimente-se agora a bobina deste contactor com uma fonte de tensdao continua
U. Determine a expressao da forca em funcdo da posi¢ao e do valor da tensdo
aplicada U.

6. Entre a armadura e a pega fixa encontra-se uma mola que se comprime quando

a armadura se fecha. Escreva as equagdes que permitam determinar o regime

transitorio do fecho da armadura nas situagdes das questdes 4 e 5. Arbitre um

valor para o coeficiente de elasticidade da mola.
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11|

Um motor passo-a-passo de relutancia, de 3 fases, tem os coeficientes de inducao
propria com a forma indicada na figura. Nao se sabe como ¢ que variam os coeficientes
de indug¢do mutua. Pretende-se alimentar este sistema com um conversor de corrente
comutado. A partir de uma fonte de corrente este conversor faz circular a corrente por
uma fase apenas em cada instante, trocando sucessivamente a corrente de fase em

instantes bem definidos. Admite-se que a comutagao ¢ instantanea.

A

La Lb

|
|
|
|
|
|
L
PO
|
|

-

/2 T 3n/2 2Zn g

a) Diga em que instantes em fun¢@o da posicao O ligaria a corrente a cada uma das
fases se desejar que o sistema funcione como motor.

b) Calcule o valor do binario em fun¢ao da corrente de alimentagdo e da lei de
comutagdo que determinou na alinea a).

¢) Determine as equacdes eléctricas do sistema para a lei de comutacdo da alinea

a).
d) Sera que este sistema também pode funcionar como gerador? Justifique a sua

resposta.

I

Considere a maquina rotativa esquematizada em baixo. O rotor da maquina ¢é
constituido por um par de condutores ligados a terra. Dois pares de condutores fixos,
formam o estator; um dos pares esta ao potencial u; relativamente a terra, admitindo

uma carga total g1; o outro estd ao potencial up em relagdo a terra, admitindo a carga
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total g7. Por constru¢do tem-se que: g;=Cp (1+cos 20) u; ¢ g2 =Cp (1—cos 20) up
sendo Cp uma constante positiva.

Indique todos os calculos e hipoteses que vier a efectuar.

A

<

a) Qual ¢ o binario de origem eléctrica exercido sobre o rotor na direcgdo de 6.

b) Sendo u1=Upy cos ot e up = Uy senwt e O=wrt+6y, calcule a expressao do

binario em fun¢do do tempo.
¢) Calcule o valor médio do binério no tempo. Interprete o resultado.

d) Resolva as alineas a), b) e ¢) admitindo agora que:
g1 =(Co + Cy1cos20) uy + Cysen 20 up
g2 =Crsen20uj +(Co-Cicos26)uy
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v

A figura mostra uma maquina sincrona monoféasica de relutancia. O rotor tem &
dentes (o desenho ¢ feito para £ = 12). O estator tem uma fase mostrada em corte

transversal pelos pontos e cruzes. O rotor nao tem enrolamentos.

A

Admita que o coeficiente de auto inducdo do enrolamento do estator como fungao
da posicao angular 0 do rotor ¢ dado pela expressao:
Li=Lop+ Licosk6
onde L e Lj s@o constantes. Admita também que a corrente do estator ¢ dada por:
i=1coswt

a) Obtenha uma expressao para a velocidade em radianos por segundo para a qual
o motor desenvolve binario em valor médio ndo nulo. Exprima a velocidade em termos
da frequéncia angular w, da corrente /, ¢ do nimero de dentes k.

b) Obtenha também uma expressdo para o binario médio para esta velocidade
sincrona em termos de corrente /, dos coeficientes Ly e/ou Ly, e de outras varidveis que

necessitar.
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Capitulo 3

Modelos Dinamicos das Maquinas Eléctricas de
Corrente Alternada

3.1 Introducao

Neste capitulo obtém-se os modelos das méaquinas eléctricas de corrente alternada
validos em regime estaciondrio e em regime transitorio. Posteriormente estes modelos
serdo utilizados para a obtencdo e andlise da resposta dindmica destes sistemas em
cadeia aberta e em cadeia fechada.

O estudo do regime transitorio das Maquinas Eléctricas ¢ feito utilizando a teoria
dos circuitos e admitindo certas hipdteses simplificativas:

1. O circuito magnético ¢ considerado linear, isto €, despreza-se a saturacio
magnética e a histerese.

2. Consideram-se distribui¢des sinusoidais de ondas de f.m.m. ¢ enrolamentos
distribuidos sinusoidalmente.

3. Desprezam-se as perdas no ferro.

Dada a complexidade formal dos modelos das maquinas de corrente alternada,
como se vera na sec¢do 3.2, este tema ¢ abordado de uma forma progressiva. Assim
comega-se por substituir os enrolamentos trifasicos por enrolamentos bifasicos
equivalentes o que da origem a necessidade de introduzir a teoria das transformagdes.
Esta teoria ¢ apresentada de uma forma elementar na sec¢do 3 onde se mostra que para
além das maquinas eléctricas, a teoria das transformagdes também pode ser aplicada
noutras areas da Engenharia Electrotécnica como ¢ o caso da teoria dos circuitos. A
seguir apresenta-se a transformacao de dois eixos de poténcia invariante que designamos
neste texto por transformacdo de Concordia. Esta transformacgdo transforma os 3
enrolamentos de um sistema trifasico em dois enrolamentos equivalentes.

A aplicacdo da transformagao de Concordia as maquinas assincronas e sincronas ¢é

feita com todo o detalhe. Para uma melhor interpretacdo fisica, as maquinas assincrona e
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sincronas de polos lisos sdo abordadas simultaneamente a partir de um modelo de
conversor rotativo com quatro circuitos eléctricos ligados magneticamente. Este modelo
pode ser interpretado de duas formas. Por um lado pode ser interpretado como um
sistema fisico em que existem dois enrolamentos em quadratura no estator e igualmente
dois enrolamentos em quadratura no rotor. Por outro lado pode ser visto como o
equivalente em coordenadas ¢, 8 de uma maquina de indug@o trifasica.

Depois da apresentagdo dos modelos das maquinas em coordenadas o, da
maquina de pdlos salientes, apresenta-se a transformagdo o, S — dg que se vai aplicar
ao referido modelo. Esta transformacdo ndo representa mais do que uma simples
mudanca de referencial. Obtém-se assim os modelos em coordenadas de Blondel-Park
das Méquinas assincronas ¢ das maquinas sincronas. Por fim, na seccdo 10 faz-se a
introducdo da notacdo complexa. Esta notacdo ndo introduz nenhum conceito novo nos
modelos das maquinas em coordenadas o8 ou dg. Representa uma passagem dos
modelos para varidveis no plano de Argand o que tem algumas vantagens na andlise e
interpretagao fisica.

No sentido de simplificar a exposi¢ao adopta-se a convengdo motor € o angulo de

posicao 6 ¢ medido em radianos eléctricos.

3.2 Coeficientes de inducio das Maquinas Eléctricas
A - Maquina Assincrona

Coeficientes de auto-inducao

Como estas maquinas tem um entreferro constante, os valores dos coeficientes de
auto-inducdo dos enrolamentos do estator, bem como os do rotor ndo dependem da
posicdo 6 do rotor. Atendendo a simetria, pode concluir-se que os trés coeficientes de
auto-inducdo do estator sdo todos iguais. O mesmo se passa com os coeficientes de

auto-indu¢do dos enrolamentos do rotor.

Coeficientes de indu¢io mitua entre enrolamentos do mesmo lado

Como a posi¢do relativa entre estes enrolamentos ¢ fixa, isto é, ndo depende da
posi¢do do rotor, estes coeficientes também sdo constantes tal como os coeficientes de
auto-indu¢do. Atendendo a simetria, enrolamentos desfasados dois a dois de 120°, pode

afirmar-se que os seus valores serdo todos iguais. Como o angulo entre estes
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enrolamentos ¢ superior a 90°, o valor destes coeficientes ¢ negativo. As matrizes

correspondentes serao:

Lss Mss M Ly My M,y
Lg = Mg Lgg M Li = My Ly My (3.1)
Mg My Lgs My My Ly

O indice s refere-se ao estator e o indice r ao rotor. Os coeficientes de
auto-indugdo sdo representados pela letra L e os coeficientes de indugao mutua pela letra
M.

Coeficientes de inducao mutua entre enrolamentos do estator e enrolamentos
do rotor.

A forma dos coeficientes de indu¢ao mutua entre os enrolamentos do estator e os
enrolamentos do rotor sdo de importancia fundamental no funcionamento da maquina de
indugao.

Estes coeficientes de indu¢dao variam com a posi¢ao do rotor € sao uma fungao
periddica de 6. A figura 3.1 apresenta a disposic¢ao relativa dos varios enrolamentos
numa maquina de inducdo de rotor bobinado. A coordenada de posi¢ao O (angulo

eléctrico O=p0,,) ¢ definida pelo angulo de desfasagem entre os enrolamentos 1 e 4.

Fig. 3.1 Disposigao relativa entre os enrolamentos da maquina de indugéo
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a) Andamento do coeficiente de indugdo mutua.

i
|
i
|
i
i

0 I"H 2°H 3°'H 4H

b) Analise harmonica

Fig. 3.2 Analise harmonica do coeficiente de indugdo mutua entre um enrolamento do estator e um
enrolamento do rotor.

A figura 3.2 apresenta o andamento de um destes coeficientes determinado
experimentalmente utilizando-se para isso uma maquina de 1.5kW. O método utilizado
na determinagao destes coeficientes vem descrito no anexo 1 deste capitulo.

Pode verificar-se naquela figura que estes coeficientes sdo aproximadamente
sinusoidais. Sao fungdes coseno do angulo entre os dois enrolamentos respectivos.

Atendendo as convengdes da figura 3.1, tira-se:

M 4 = Mg,cos 6 + M3 cos 36 (3.2)

Na equacao 3.2 considera-se também a 3* harmoénica pois o0 método que utilizamos
no laboratério ndo permite visualizar harmoénicas de ordem multiplas de 3. No caso
geral existirdo harmodnicas impares.

Atendendo a simetria, os angulos entre os enrolamentos serao:
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4 5 6
1 0 9+23_1t 0 43_11',
2 0 43—“ 0 6 2?“
3 0 23—75 (ﬁ)+43—7t 0
€ como:
c053(9+23—n)=cos3(9+ég—n)=cos39 (3.3)

o termo correspondente a terceira harmodnica sera sempre M3cos36 para todos os
coeficientes.

Se se convencionar escrever:

2 4
6 =0+% 65=6+%, (3.4)

a matriz dos coeficientes de indu¢ao mutua entre o estator € o rotor escreve-se:
Mg,c080  Mgcos0) M,cos6s M3cos360 M3zcos30 Mzcos30

M=| Mgcos83 Mgcos® Mgcoshy |+| M3cos30 Mizcos36 Mizcos36 | (3.5)

Mg,cos6, Mcos03  M,cos0 M3zcos360 M3zcos30 Mzcos30

Modelo da maquina de inducio em grandezas abc

As 3% harmonicas dos coeficientes de inducdo sdo praticamente desprezaveis.
Normalmente aceita-se como valido o modelo que considere sinusoidais os coeficientes
de indugdo mutua entre o estator e o rotor. Mais a frente ver-se-a qual a influéncia dos

termos da terceira harmonica. Com esta simplificagdo, obtém-se:
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Y1
v2
V3
Y4
Vs

L Y _
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Ly M, My, Mgco80 M,cos6r M,cos63 )

Mg Ly My Mgcos@3 Mg.cosO Mg.cosr

Mg M, Lys  Mg,cos6r M,cos6y Mg,cosO
Mg,c080 Mg,cos6y My,cosér Ly, M,, M,,
Mg,cos6r M,cos0 Mg,cos6y M, L, M,,

| M,cos03 Mg,cos6) Mgcos® M, M,, Ly,

i
i
i3
i4

is

)

(3.6)

A partir das equagdes 3.6 que relacionam os fluxos ligados com as correntes

obtém-se o sistema de equagdes diferenciais que constitui o modelo da maquina como

se viu no capitulo 1.

Como a relagdo entre os fluxos e as correntes 3.6, ¢ uma fun¢ao nao linear da

posicdo angular do rotor 6, o modelo matematico desta maquina ¢ constituido por um

conjunto de equagdes diferenciais ndo lineares.

B - Maquina Sincrona de polos salientes

Considere-se uma maquina sincrona de polos salientes. Para simplificar vamos

considerar uma maquina sem enrolamentos amortecedores. A representagdo simbolica

dos enrolamentos desta maquina encontra-se na figura 3.3.

Gil Marques
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Fig. 3.3. Representa¢ao de uma Maquina Sincrona de p6los Salientes em abc.
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Indutincias proprias

A indutancia propria do enrolamento de excitacdo ¢ constante e independente da
posicao angular do rotor 6. Com efeito, uma vez que a periferia do estator ¢ cilindrica, o
circuito magnético visto pelo enrolamento do rotor ¢ constante.

A maior dificuldade na andlise das maquinas de polos salientes constitui a forma
dos coeficientes de auto-indugdo do estator ¢ de indugdo mutua estator-estator.

O entreferro visto por estes enrolamentos em cada ponto da periferia ¢
heterogéneo e varia fortemente com a posic¢ao do rotor 6.

As fungdes dos coeficientes de auto-indugdo sdo fungdes pares, isto &, fungdes
coseno da posi¢do 6. Uma vez que o circuito do ferro do pélo norte €, aparte pequenos
detalhes como o magnetismo residual, indistinguivel do circuito do ferro do poélo sul,
apenas harmonicas de ordem par estardo presentes na sua equagao.

Segundo Charles V. Jones, ¢ necessario considerar todos os termos até a quarta
harmonica. Contudo ¢ normalmente aceite a aproximacdo que consiste em utilizar
apenas o termo constante (de ordem zero) e o termo de ordem 2. A figura 3.4 apresenta
o andamento e a analise harmonica destes coeficientes. Esta figura foi obtida no
Laboratorio utilizando o método que temos vindo a referir. Estes coeficientes de inducdo

dizem respeito a uma maquina de 1.5kW.

_____ | |
!
|
1

|

a) Andamento do coeficiente de indugéo propria.

R o ]

2°H 4*H 6°H 8*H

b) Andlise harménica

Fig. 3.4 Indutincia propria estator-estator

Atendendo as consideragdes atras referidas, tem-se:

L11=Lg+Lpcos20+ L.cos40 (3.7a)
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Ly =L, + Lpcos263 + L, cos 463 (3.7b)

Lyy3=L,;+ Lpcos26r + L.cos46, (3.7¢)

Indutancia mutua, estator-estator

Pelo facto de existir saliéncia na peca polar do rotor, os coeficientes de inducao
mutua ndo terdo a forma simples (constantes) como t€ém na maquina assincrona.

Mais uma vez se deverdo esperar fungdes pares e por consideragcdes de simetria
devera adiantar-se que, por exemplo, a indutdncia mutua entre as fases 1 e 2 devera ter
um minimo quando o rotor se encontra alinhado com a fase 3. A figura 3.5 apresenta
resultados experimentais obtidos sobre a mesma maquina. Estes resultados
experimentais ndo permitem observar o termo constante (de ordem zero).

A forma dos coeficientes de indugdo mutua sera:

Miy =M, + My cos 26, + M, cos 46> (3.8a)
Moz = M, + Mp cos 20 + M, cos 40 (3.8b)
M31 =M, + Mpcos 203 + M, cos 463 (3.8¢)

em que M,, M, sdo valores negativos.

a) Andamento do coeficiente de indugdo mutua.

\xi JI |

0 1"H 2°H 3*H 4'H

b) Analise harmonica

Fig. 3.5 Indutancia mutua estator-estator
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Indutincias mutuas entre o estator e o rotor

Resultados experimentais mostram que numa maquina sincrona tipica, as

indutancias mutuas tem a forma simples:

Mjr= Mg cos 6 + Mp3 cos 30 (3.9a)
Mpr= MF cos 63 + Mp3 cos 360 (3.9b)
M3r= MF cos 6, + Mp3 cos 360 (3.9¢)

O conteudo harmoénico é normalmente desprezavel e pode considerar-se apenas a
primeira harmonica.

A explicagdo deste facto reside em que uma das mais importantes preocupagdes
do projectista ¢ produzir uma maquina com uma tensdo sinusoidal no induzido. Estas
indutancias determinam a forma de onda em vazio da maquina e numa maquina bem

projectada, a sua variagdo com a posi¢ao do rotor deve ser aproximadamente sinusoidal.

2°'H 3°'H 4H

Fig. 3.6. Analise harmonica de indutincia mutua estator-rotor .
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Modelo das Maquinas Sincronas

O modelo normalmente utilizado para o estudo das maquinas sincronas despreza

as harmonicas de ordem 4 nos coeficientes de inducdo relativos ao estator e considera

apenas a primeira harmonica nos coeficientes de inducdo mutua entre o estator e do

rotor. Obtém-se:

(w1 [ L,+tLpcos20 M,+Mpcos26r M,+Mpcos263  Mpcos6 ]
175) M,+Mpcos26, L,+Lpcos2603 M,+Mpcos26, MEcosts
V3 ) M, +Mpcos263 M,+Mpcos20 L,+Lpcos26r Mpcosthr

Lyrd L Mpcos0 Mpcos6s Mpcos6 Ly

Tal como na maquina de indugdo, pode obter-se o modelo de maquina sincrona a

partir das equagoes 3.10.
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3.3 Transformacoes de variaveis

Introducao

A ideia chave da teoria unificada das Maquinas Eléctricas ¢ o conceito de
transformagdo. As transformagdes ocorrem em quase todos os ramos das Matematicas
aplicadas, desde a simples mudanga de eixos na geometria analitica até a transformacao
das componentes simétricas desenvolvida por Fortescue e a transformagdo dos eixos dg
desenvolvida por Blondel e Park para resolver o problema da modelizacdo da Maquina
Sincrona.

Os modelos matematicos das maquinas eléctricas tém a forma matricial

apresentada na equagdo 3.11.

. dL dI
U=RI+9EI+LE (3.11a)
1 dL
Moy, =§IT [@] I (3.11b)

Normalmente conhece-se a matriz U e pretende determinar-se a matriz I. No caso
geral, estas matrizes sdao variaveis no tempo tal como a matriz L.

O objectivo da aplicagdo de uma transformacao de variaveis ¢ de simplificar o
modelo matematico. Dito de outra forma, ¢ partir do modelo 3.11 e chegar a um outro
modelo com novas variaveis escrito na mesma forma mas em que as matrizes sao mais
simples. Designemos por (' ) as novas variaveis € novas matrizes.

Consideremos uma mudanga de variaveis definida pelas matrizes P e Q onde
I=Qr U=PU e Yy =Py (3.12)

Substituindo na expressao 3.12 I por QI' e multiplicando a esquerda por P

obtém-se:

dQ dl’] (3.13)

. dL
PU=PRQI’+P[9d—9] QI’+PL[EI’+th

Para que esta equagdo seja formalmente idéntica a equagdo 3.11a devera ter-se:

R’ = PRQ (3.14a)
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L’ =PLQ (3.14b)

G=G’+G”=P|:(:1—]g] Q+PL[%] (3.15)

Assim teremos para o novo modelo.

2

. dI
U=RT+6 GI'+L (3.16)

Para a matriz G contribui a matriz que resulta da derivada de L em ordem a

posicao do rotor e da derivada da matriz de transformagao Q.

As equacdes 3.12 relacionam as varidveis originais (desconhecidas) com as
variaveis novas que deverao ser conhecidas depois de resolvido o sistema 3.16. Para que
este sistema possa ser resolvido € necessario conhecer primeiro a matriz U’. Esta matriz

U’ ¢ determinada a partir das matrizes U e P que sdao conhecidas.

Condicao de invariancia de poténcia

A determinacao da relagdo entre as matrizes P ¢ Q ¢ feita baseada num critério de
importancia capital: a poténcia no sistema 3.12 devera ser igual a poténcia no sistema

3.12. Assim, tem-se
p=luyiitugint..vupin]=UT e P=UTD (3.17)
aplicando a transformacao 3.13 obtém-se
p=UTQr =p'=0vr (3.18)
donde
uT=uTQ U'=QTU donde P=QT (3.19)

A equacdo 3.19 dé-nos a relacdo procurada. A matriz P deverd ser igual a
transposta de Q para que a poténcia se mantenha inalteravel na transformagao.

Embora nem todos os autores imponham esta condi¢do, neste curso vamos manter,
por agora, este resultado em todas as transformacdes que efectuarmos.

As equacdes 3.12 e 3.19 definem uma transformag¢do de varidveis em que a

poténcia nos dois sistemas ¢ idéntica. Note-se que a matriz Q pode ndo ser uma matriz
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quadrada. No caso em que esta matriz seja uma matriz rectangular o numero de
equacdes dos dois modelos serd diferente.
Quando na matriz de transformagdo existirem numeros complexos, faz-se a

poténcia complexa invariante, isto ¢, a poténcia activa e a poténcia reactiva. Donde:

I i TFy_g>
S=U" I=S (3.20)
Como
U,T* I = UT* [= UT* Qr
donde
U,T* _ UT*Q

Tomando os conjugados U’T = UT Q* e transpondo, obtém-se:
U=Q" U (3.21)

Conclusio: Quando a matriz de transformagao for complexa, para que a condi¢ao
de invariancia de poténcia seja satisfeita, para a matriz das tensdes devera ter-se a matriz

transposta da conjugada (transconjugada).

Transformacio da expressao do binario

Aplicando a expressdo 3.11 a equacdo 3.11b e tendo em conta 3.16 numa

transformagdo de poténcia invariante, tira-se:

1
Men=5 PTG P (3.22)

Caso das transformacdes cujas matrizes nio variam no tempo
Se a matriz de transformacao Q nao variar no tempo, tem-se:

dQ

T (3.23)
As equagdes do modelo nas novas varidveis podem por-se na forma:

d
U=RT+3 V¥ onde y=LT (3.24)

O modelo obtido apds a transformagdo tem a mesma forma do modelo primitivo

ndo aparecendo o termo extra relativo a matriz G”.
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Exemplo 3.1 “Aplicag¢do da matriz de conexdo de Kron no calculo

de um circuito eléctrico”.

A figura 3.7 apresenta um circuito eléctrico realizado com 4 ramos.

' i i i ok . b
E 2 K r /1 1 2 i
" m z m2 r
r 3
g} 2 x u u 3
u up u U4 4 1 2 u3
e ua S €3
.Iq_ IEQ e €4 —
(1) (2) (3) (4) 4 n
Ramos Circuito

Fig. 3.7 Circuito Eléctrico

O modelo matemdtico relativo aos 4 ramos pode colocar-se na forma

matricial.
ug ri1 O 0 0 i1 eq
us 0 ry O 0 ig es
us - 0 0 r3 O i3 * e3
ug 0 0 0 14 ig 0

As forgas electromotrizes eq, ey e e3 representam as entradas do
sistema e as correntes i1, i, i3 e iz as incdgnitas a calcular.
Se se definirem as correntes de malha ipj] e ipp como se mostra na

figura 3.7, tem-se:

i1 1 0
i -1 -1 im1
iz = 0 1 im2
ig 1 0
A matriz
1 0
-1 -1
¢ = 0o 1
1 0

é a matriz de conexdo de Kron. Esta matriz também é designada por
matriz de ligagdo. ©Pode ser interpretada como uma matriz de
transformagdo que transforma o modelo primitivo no circuito da figura

3.7.

A - Calculo da matriz das tensdes:

ul

T [l -1 0 l] u2 uj-uz+ug

Um =C2 U =14 110 u3 | -up+us
ug

Os elementos da matriz [Up] representam a soma das tensdes ao longo
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das malhas 1 e 2. S3o, pela lei das malhas, iguais a =zero.

o[}

B - Calculo da matriz das forgas electromotrizes
el
1 -101 S} €l1-€e2
Ep = CT E = -
0-110 es3 -ep+el
0

C - Calculo da matriz das resisténcias

r1 0 0 0O 1 0
- 1-101 0r 00 -1-1
cl R C =
0-110 0 0r30 0 1
0 0 0 rg 10
rip O
[1 -10 1] -rp -rp [r1+r2+r4 ro ]
“lo-110 0 r3 - ry  rp+r3
rqg O

Modelo em variaveis "correntes de malha"

O modelo transformado sera:

= +

0 r1+ro+rg ro im1 e1-ep
[ ] ro ro+r3 im2 -eg+es

0

Note-se que estas equac¢des estdo de acordo com as equacdes escritas
através do método das malhas.

Processo de calculo

Sabe-se e1, ey, e e3

Pretende-se saber iq, iy, 13 e ig

1. Calcula-se as forcgas electromotrizes de malha

Enp = CT E

2. Resolve-se o sistema de equagdes transformado e obtém-se as
correntes de malha [ip]

3. A partir da matriz de transformagdo obtém-se as correntes nos

ramos

I =C Ip

Composicao de transformacoes

Considere-se uma transformagao C definida por:

I=CT '=CTU

Se as novas variaveis forem sujeitas a nova transformagdo T, tem-se:

Gil Marques 02-04-02



78 Dinamica das Maquinas Eléctricas

I'=TD U=TTU’

I=CTI”

U=TITCTU=CTT
A transformacao equivalente ¢ dada por:

Ceq=CT (3.25)

A equacao 3.25 permite concluir que a matriz de transformagdo equivalente a
aplicagdo sucessiva de duas transformacdes ¢ dada pelo produto matricial das matrizes
que definem as duas transformacgdes. Este produto matricial ¢ feito pela ordem de

aplicagdo das duas transformacdes.

Aplicacdo de uma transforma¢do com matrizes diferentes ao estator e ao

rotor.

Consideremos como exemplo a matriz dos coeficientes de inducdo de uma
maquina de indugdo, equagdes 3.6. Atendendo as defini¢des das matrizes Lg e Lg (3.1)

bem como da matriz M (3.5) e considerando que a matriz de transformagdo ¢ composta

de duas matrizes de transformagdo, que poderao ser ou nao diferentes, uma aplicada as
grandezas do estator Cy; e outra aplicada as grandezas do rotor Cg, tem-se para a matriz

dos coeficientes de indugao:

ce 0 |[[Le M]| c, o
Cc'LCc= : .
0 Cp |[LM Ly 0 C,
T T T
Ct 0 LgC, MC, CiLgC, CpgMC,
= = (3.26)
0 CT T T T T
R M'C, LpC, CrM'C, CrLRiC,

O resultado expresso na expressdo 3.26 permite a execugdo dos célculos de uma
forma mais ordenada o que ¢ vantajoso, pois apesar de simples, estes céalculos sdo

normalmente muito extensos.
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Classificaciao das principais transformacdoes.

Verificamos que a aplicacdo de uma transformacdo de varidveis definida pelas
matrizes P e Q definia novas matrizes R’ e L’ dadas pelas equagdes 3.14 que se repetem
abaixo:

R’=PRQ L’=PLQ

Este tipo de transformagdes € o caso mais geral de transformacgdes matriciais.
Existem varios tipos de transformacdes definidas em termos das relagcdes entre as

matrizes P e Q. Especificamente estas transformagdes sdo:

Congruente P= QT
Diz-se que duas matrizes A e B sdo congruentes se existir uma matriz ndo singular

Q tal que:
B=QTAQ

Quando se utilizar uma transformacao deste tipo em circuitos eléctricos garante-se
que a poténcia se mantém invariante na transformacao, isto ¢, a poténcia do sistema
representado pelas equacdes de partida ¢ igual a poténcia do sistema representado pelas
equacgdes finais.

Colineatoria (ou de Semelhanca) P = Q!

Neste caso, tem-se:
I=Qr U=Q'u U=QU’

Esta equacdo permite concluir que a matriz das tensdes se transforma do mesmo
modo que a matriz das correntes.

As transformacdes de semelhanga tém a propriedade extremamente importante de
que os valores caracteristicos sdo invariantes sobre a transformacao. Este resultado so6 ¢

valido quando a derivada da matriz de transformacao for nula.

Ortogonal P= Q'1 = QT
Uma transformagdo ortogonal ¢ um caso especial de uma transformagdo de
semelhanca e de uma transformacdo congruente. Tem as propriedades de ambas as

transformagoes.

Gil Marques 02-04-02



80 Dinamica das Maquinas Eléctricas

Neste caso, pode demonstrar-se também que numa transformacdo ortogonal os
comprimentos e os angulos dos vectores sdo preservados na transformagao.

O determinante de uma matriz ortogonal ¢ £1.

s _ T _ ]
Unitaria P=Q Q
Tem propriedades semelhantes as da transformagao ortogonal.
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3.4 Transformacao de um sistema trifasico num sistema
bifasico equivalente. Transformacao de Concordia.

Definicao da transformacao

A figura 3.8 representa o estator de duas maquinas que se pretendem equivalentes.
Estas maquinas tém dimensoes fisicas idénticas, isto ¢, sdo iguais o raio do rotor, o
entreferro € o comprimento segundo o eixo de rotagdo. A diferenca encontra-se nos

enrolamentos. No primeiro caso temos um sistema trifasico (iy, ip, ic) € no segundo

caso um sistema bifésico (i¢ , ig).

a) Sistema trifasico b) Sistema bifasico

Fig. 3.8 Sistemas trifasico e bifasico

Para que estas duas maquinas sejam equivalentes € necessario que a energia
magnética armazenada em cada uma delas seja igual. Isto obtém-se com iguais
distribui¢cdes do campo de indugdo magnética. Para que tal aconteca, uma vez que o
entreferro € igual, é necessario que haja ondas de for¢a magnetomotriz iguais. Assim,

tem-se:

Fpr (6, 1) = Fpp(6s, 1) (3.27)

O indice T refere-se ao sistema trifasico e o indice B refere-se ao sistema bifasico.

A coordenada de posicdo, angulo eléctrico, ¢ representada por ;. A variavel ¢
representa o tempo. Note-se que a varidvel 6; ¢ uma coordenada de posi¢ao angular
genérica que ndo tem nenhuma relagdo com a variavel 6 que representa a posicao
angular do rotor.

Admitindo a hipotese de distribui¢do sinusoidal de condutores e escolhendo um

referencial apropriado, tem-se:
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—

iq cos(6y)+

4 +i 0 n
FmT=;[Ke_N]T< oS bs—37 | & (2.28)

4
+ i, cos(@s—?n)

Onde N ¢ o niimero de espiras de cada enrolamento e K, o factor de enrolamento

respectivo. Como

cos(es—z?,—n) = -% cos(0g) + 325 sen(0Og) (3.29)
cos(@s —43—75) = -% cos(0g) - 325 sen(0g) (3.30)

a equac¢ao 3.28 toma a forma

1 1
ia' 5 ib - 5 ic) COS(QS)+
4
Fnor=—[K (3.31)
m T EN]T l@ ' l@ '
t Yy ib-"y e sen(6y)
Por sua vez a onda de for¢ca magnetomotriz provocada pelo sistema bifasico

€SCreve-se.

ig cos(6)+
(3.32)

4
Fop=—[K
5l eMB{+igsen(0s)

Para que ambas as ondas de forca magnetomotriz sejam iguais € necessario ter-se:
= AT ip (3.33)

A relacdo entre os dois vectores das correntes estd assim dependente da relacao
dos numeros eficazes de espiras. Contudo a matriz de 2x3 presente na equagdo nao ¢ a
matriz que se pretende calcular. A matriz C deve relacionar as varidveis originais com

as variaveis novas. Além disso a matriz da expressao 3.33 nio tem inversa.
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Para resolver este problema considera-se uma nova varidvel i, que seja
proporcional a corrente homopolar, isto €, que seja proporcional & soma das 3 correntes
ig ip€ i

Substituamos também a relacdo de niimero de espiras por uma constante k a

determinar. Obtém-se:

f I 17
i L' 2 2 |
ig |=k 3 3 || (3.34)
. 0% 2.
lo le
. m m m

Determina-se agora as constantes k e m de modo a que a matriz quadrada da
expressao 3.34 seja ortogonal. Esta imposi¢do ndo € necessaria para o desenvolvimento

da teoria, mas tornar-se-4 comoda mais a frente. Tem-se:

C L 1t 0 mT
2 2 1
T 00
o, BB k| 22 " f=lot1o (3.35)
2 2 1 3 0 0 1
L m m m | 2 2 M ]

Multiplicando a primeira linha pela primeira coluna obtém-se:

1 1 2
k2(1+z+z)=1 donde k=\[§ (3.36)

Multiplicando a terceira linha pela terceira coluna obtém-se:

1
2 _ _ L
3m?> =1 donde m NG (3.37)
A matriz de transformagao sera:

i 1 0 L
ig \/E Ig
. 2| 143 L
Ip Z\/; D) \/E B (3.38)
fe 13 1 Lo

- -2 ) 2 \/E —
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Como se viu anteriormente, o facto de a matriz de transformacdo ser ortogonal

tem algumas vantagens. Com efeito, tem-se:

iahe =C iOLﬁO iocBo = CT igpc (3.39)
Ugpe = C UoBo Uofo ~ CT ugpe (3.39b)
Wabe = C Wapo Yoo = CT yape (3-39¢)

Todas estas variaveis sao transformadas da mesma forma. A transformagao
inversa ¢ definida por CT. Esta transformagdo ¢ normalmente designada na literatura por
transformagao dos dois eixos, por transformacao de Concordia ou simplesmente por
transformagao of.

Uma outra grande vantagem consiste em que os valores proprios do sistema de
equacdes em coordenadas abc sdo iguais aos valores proprios do modelo em
coordenadas of3.

Uma vez que ip = (ia+ib+ic)/\/§ normalmente ¢ nula, as 3 correntes sao

linearmente dependentes e apenas duas delas sdo necessarias para representar o sistema.
Isto equivale a dizer que basta conhecer apenas iy € ig. Assim a matriz C fica:

1 0

5| LB
C2,3=\[§ 2 2 (3.40)
\3

1
[ 2 "2

Como esta matriz ¢ uma matriz rectangular, ela transforma um sistema de 3

equacdes a 3 incognitas num sistema de 2 equagdes a 2 incognitas.

Exemplo 3.2 "Transformagdo de Concordia das tensbées em regime

equilibrado”.

Considere os seguintes sistemas trifédsicos de tensdo:

a) Sistema simétrico sinusoidal e equilibrado de sequéncia directa.

b) Sistema simétrico sinusoidal e equilibrado de sequéncia inversa.

c) Sistema simétrico sinusoidal e equilibrado de sequéncia
homopolar.

d) Sistema simétrico de tensdes rectangulares
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Calcule os valores equivalentes em o,B,0, isto &, calcule Ug, uf, Uo.,

Resolugdo:

1. Sistema simétrico de tensdes de sequéncia directa

Seja:
Uz = \/2 U cos(ot+a)
2n
up = \2 U cos(wt+a—?;)
4n
Uuc =42 U cos(mt+a;§‘)
Como:
8 I I 7rv
u, 1 2 2 @
_ |2 3 A3
uﬂ_\/; ° 2 2 tb
Yo 4 1 1
Lz vz vz JdLlue

Substituindo ugz, up e uc pelos seus valores e executando os
cadlculos, obtém-se:

= VE U cos (0t+)

ug = VE U sen(mt+a)

2. Sistema simétrico de tensBes de sequéncia inversa

Seja:

ug = VE U cos (0t+)

4
up =2 U cos(wt+a—T?)

2
Ug = VE U cos(mt+a—??)

Apds a realizagdo do produto matricial, obtém-se:

Uy = A3 U cos (ot+o)

ug = -\[3 U sen(ot+o)
U.0=0

3. Sistema simétrico de tensdes de sequéncia homopolar

Seja:
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VE U cos (ot+a)

Ug =
up = /2 U cos (ot+a)
Uc = /2 U cos(ot+o)

Apds a realizagdo do produto matricial, obtém-se:

uy, = 0
uB=O
u, = \[6 U cos (ot+a)

4, Sistema simétrico de tensdes rectangulares

Aplicando a transformagdo de Concordia por trogos de 60° tem-se:

uaA

>
ot
A
>
ot
u '
h»
| ”
A
i
>
ot
A
uB--/§
>
r_____ ot

Fig. 3.9 Transformacdo of de um sistema de tensdes rectangulares.

-

A tensdo ug tem a mesma forma da tensdo uz. A sua amplitude é V3/2
vezes a amplitude da tensdo ugz. A tensdo up tem uma forma diferente

das tensdes que lhe deram origem.

Observagdo: Deste exercicio pode concluir-se que a transformagdo de
Concordia faz um desacoplamento entre as componentes hompolares e as
outras componentes.

De igual modo se pode verificar que a frequéncia das variéveis se

mantém invariante.
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Interpretacio geométrica da transformaciao de Concordia

A transformacdo de Concordia pode ser vista como uma mudanga de referencial.
Considere-se que os 3 valores de fase de uma determinada grandeza como por exemplo
a corrente, a tensdo ou o fluxo ligado sdo as componentes de um vector no espago
(x,y,2z). Tomem-se, por exemplo, as 3 correntes i,, i5, € i.. O vector correspondente sera
dado por I = (i,.ip,i.). Se estas 3 correntes variarem no tempo, o vector I variara no

espago ¢ no tempo descrevendo uma deterinada trajectéria que depende da forma de
onda das suas 3 componentes. A figura 3.10 ilustra esta trajectoria para um sistema
trifasico simétrico e equilibrado de grandezas sinusoidais com duas vistas diferentes.
Neste caso a trajectéria ¢ uma circunferéncia desenhada sobre o plano definido por
x+y+z=0. Este plano resulta do facto da soma das 3 grandezas ser nula ou seja a
componente homopolar ¢ nula. Assim quando esta componente for nula a trajectéria
serd sempre desenhada no mesmo plano tomando trajectorias mais ou menos complexas

consoante a forma de onda das grandezas que representa.

Figura 3.10. Representacdo de um sistema trifasico simétrico e equilibrado de grandezas sinusoidais.

Considere-se agora o plano definido por x+y+z=0 e um vector perpendicular a ele,
por exemplo o vector (1,1,1). Defina-se agora um novo referencial x’,)’,z” onde z’ esteja
na direccdo de (1,1,1) e x’ e y” no plano referido. Existe um grau de liberdade na
defini¢do das direcgdes x” e y’. E necessario que estejam no plano referido e que sejam
perpendiculares entre si. Vamos procurar uma base de vectores com norma unitaria para
definir o novo referencial.

Segundo o teorema de mudanca de bases, se A ¢ a matriz que representa uma
transformagao linear em relacdo a uma base ordenada, entdo a matriz B que representa a

mesma transformagao linear em relagdo a uma nova base obtém-se por:

B=S'AS (3.41)
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onde S ¢ a matriz de mudanga de base cujas colunas sdo as componentes dos
vectores da nova base em relag@o a base original.

Determine-se entdo 3 vectores unitarios que definem o novo referencial.

Fig. 3.11. Defini¢ao dos referenciais

Vector unitario na direccio z’.

O vector nesta direc¢do que tem norma unitdria ¢ dado por:
. I 1 1
e

S e

Vector unitario na direccio y’.

(3.42)

Para a direc¢do y’ escolhe-se o vector na intersec¢do dos planos x+y+z=0 e x=0.
Ou seja, um vector com a primeira componente igual a zero e a soma das outras duas

também nula. Escolhemos:

(3.43)

Vector unitario na direc¢ao x’.

O vector ey ¢ dado pelo produto externo:
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& &, @
B P I B I U U O
ex—eyxez— E —ﬁ—%ex—% y%ez

1 1 1

NERENEINE

(3.44)

2(. 1. |
= g ex—Eey—EeZ

Segundo o teorema de mudanca de bases a matriz de transformacdo S sera a
matriz cujas colunas sdo as componentes dos vectores que definem o novo referencial,
isto € serd a matriz dada por:

1 0
2] 1 43

s=[=-— X (3.45)

W

[\

N
L

Esta ¢ a matriz da transformag¢dao de Concordia. Pode concluir-se assim que a

transformac¢ao de Concordia ¢ uma transformagao de referencial.

Resumo das propriedades da transformac¢ao de Concordia

1. A transformagdo ¢ uma transformacao ortogonal. Como consequéncia:
1.1 O seu determinante € unitario
1.2 Um vector no referencial abc ¢ transformado noutro vector no
referencial oBo com o mesmo modulo.
1.3 Um vector variando no tempo tem o mesmo valor eficaz em abc e em
ofo.
1.4 Dois vectores a e b em abc sio transformados para ofo em ae b
mantendo o mesmo angulo.
1.5 Os eventuais produtos internos e externos de vectores em abc mantém-
se invariantes em off30.
1.6 As tensOes, correntes e fluxos sdo transformadas da mesma maneira.
1.7 As perdas e as poténcias em jogo sdao invariantes na mudanca de

variaveis.

Gil Marques 02-04-02



90 Dinamica das Maquinas Eléctricas

2. Existe desacoplamento entre as grandezas o/ e 0. Como consequéncia.
2.1 A transformagdo faz com que as componentes o3 sejam invariantes em
relacdo a termos aditivos desde que estes termos sejam somados
simultaneamente as 3 fases. No caso das tensdes, isto significa que u,, € u B

sdo independentes da escolha do ponto neutro.
3. A matriz de transformag¢do ¢ uma matriz de constantes. Como consequéncia:

3.1 O modelo das maquinas mantém a mesma forma.

3.2 Os valores proprios sdo invariantes.
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3.5 Aplicacdo da transformacio de Concordia a Maquina de
Inducao

A obtengdo do modelo matematico da maquina de indugdo em coordenadas of3 ¢
realizada aplicando a transformag¢ao de Concordia as grandezas do estator e as grandezas

do rotor. A matriz de transformacao Q devera ser definida como:

el
Q= | ¢ (3.46)

Onde C ¢ a matriz de transformagdo de Concordia.

Como a matriz de transformacdo, neste caso particular, ¢ uma matriz de
constantes, a sua derivada é uma matriz nula. Assim a matriz G" é nula € como
consequéncia, as equagdes do novo sistema representativo da maquina que se esta a

estudar, pode ser escrito na forma 3.11 ou mais compactamente:

d
U=RI+4[LI] (3.47)

A aplicacdo da equacdo 3.26 permite fazer os calculos de uma forma mais

ordenada.

Transformacao dos coeficientes de inducdo do estator de uma maquina de

polos lisos

A matriz dos coeficientes de inducao original ¢ representada pela equagao 3.1.

A nova matriz dos coeficientes de inducéo sera L' = CT L C.

Ly My M
Lv=\/% 0o BBy 1y u \g RNE % (3.48)
11 1 [ M Me L 131
L A2 2 2 _ L2 72 2

Multiplicando as matrizas da direita obtém-se:
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— 1 1 Lgt2Mo ™
1 ) Lgs-Mis 0 %
L2 0 3 3 Lgs-Mss 3@ I M Lgs+2Ms
L'= 3 > 2 ) P (Lss-Mss) \/5
S S Lss-Mjss 35 Lgs+2Ms
L2 2 2 AL T2 oMy T

Efectuando as operagdes, obtém-se:

LSS-MSS O O
L’ = 0 LM 0 (3.49)

A Lg-Ms da-se 0o nome de indutancia ciclica do enrolamento

A Lgg+2M;g da-se o nome de indutdncia homopolar. Naturalmente que se tera:

LazLﬁZLSS-MSS =LS (3.50)
Lso = Lss + 2 Mjs (3.51)

Transformacido da matriz dos coeficientes de inducdo miutua entre o estator e

o rotor da maquina de inducao

Tem-se:

Mg,c080  M,cos0y M,cos6;
M= | McosO3 McosO Mcosb (3.52)

M,cos6, M,cos63 Mg,cos0

A nova matriz serad dada por:

M =CTMC
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1 = = 1 0 —F=
2 2 Mg,c080 M,cos6r M,cos6s \/E
2 3 3 1 43 1
M’ = 3 0 > _32£ M, cos63 M,cos0 M,cosbh - lzi @ (3.53)
1 1 1 Mg,cos6r M,cos63 Mg,cosO 143 1
RERE |22
Efectuando os calculos, obtém-se:
cosf -senf 0
3
\Y & =5 My sen@ cosf O (3.54)

0 0 0

A aplicagdo da transformacdo de Concordia aos termos relativos a terceira
harmonica na expressao 3.5 faz-se do mesmo modo. Apenas o termo correspondente a

terceria linha e terceira coluna é nao nulo. Obtém-se:

M’3,3) = 3 M3 cos(36) (3.55)
Modelo matematico da maquina de indu¢io em coordenadas ofo.
Atendendo aos resultados anteriores ¢ como a matriz de transformacdo ¢ uma

matriz que ndo varia no tempo, pode concluir-se que o modelo da maquina de inducao

em coordenadas 0o se escreve:

r— . — [ )
KR Tsigs Yos
Upy Vs 1By Yps
Uos Vs los d| Vos
= . + o7 (3.56)
Uar Ty loy Yo
ug || reipr Ve
L Uor L7y ior_4 h—WOl"—J

onde
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Vos [ L 0 0 Mcos6 —Msen6 0 RIR?R
VBs 0 Ly 0 Msen6@ Mcos6 0 iBs
Yos 0 0 Lgo 0 0 3M3cos30 ios
Vor ) Mcos6 Msen6 0 L, 0 0 Loy
VB, -Msen0 Mcos6 0 0 L, 0 iBr
v, L 0 0 3Mszcos360 0 0 Lo dLio
(3.57)
Onde
M=3My ¢ Loy=Ly2M, (3.58)

Nestas equacdes considerou-se também a terceira harmoénica dos coeficientes de
indu¢do mutua entre os enrolamentos do estator € os enrolamentos do rotor.

A analise das equagdes 3.57 permite concluir que existe desacoplamento entre a
componente homopolar e as outras duas componentes. Com efeito, as equacdes 3.57

podem ser escritas na forma:

— - —

Vos [~ L 0  Mcos® —Msend [ ias]
Vs 0 Ly  Msenf Mcos6 iIBg
= ‘ (3.59)
Yor Mcos@ Msen6 L, 0 Loy
L vp-] L -Msen6 Mcos® 0 L, dligr]
e
Yos LSO 3M3COS3 0 iOS
= ) (3.60)
Yo 3M3cos360 Ly, Lor

As componentes o, ndo interferem nas equagdes da componente homopolar e
esta ndo interfere nas equagdes das componentes o,f3. Diz-se que ha desacoplamento
entre as componentes ¢, 3 ¢ a componente 0. Normalmente a componente homopolar da

corrente é nula. O modelo da maquina de indug¢do em coordenadas o3 reduz-se a:
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Ugs s Los Yas
Ugs Is iﬁs d| Vs
Uor rior | Aty
upr TriBr Y-

95

(3.61)

Em que a relacao entre os fluxos e as correntes ¢ dada pela equacao 3.59. Tal

como referimos anteriormente, pode concluir-se que a 3* harmoénica dos coeficientes de

indugdo mutua estator-rotor pode ser ignorada. Com efeito, mesmo quando esta

harmonica € elevada, ela ndo entra na conversao electromecanica de energia desde que a

componente homopolar seja nula. As equagdes 3.61 representam o equilibrio eléctrico

do sistema. Efectuando as derivadas do produto matricial obtém-se:

01 [ r 0 -0, Msen6 —w, Mcos6 )

Ugs Las
Ugs 0 rg ,,Mcos@ -w, Msen6 igs
Uy B -, Msen6 ®,,Mcos60 ry 0 Loy
L Uprd | -w, McosO -w, MsenO 0 7y ] Jﬁra
L 0  Mcos® —Msenb | [ ios )
0 Ly  Msen6 Mcos6 J iBs
+ 71
Mcos@ Msenf L, 0 Loy
| -Msen6® Mcos6@ 0 L. 1 Lig
O binario ¢ dado por:
0 0  -Msen6 -McosO [ ios)
1 o 0 0  McosO -Msenf || ips
Mem=ppp Lo foter') -Msen6 Mcos® 0 0 Loy
| _McosO -Msen6 0 0 igr

ou, atendendo a simetria

Mem =p), [los ips ] [
o Mcos@ -Msenf

Em que p,, representa o niimero de pares de polos da maquina.
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Outras Expressoes do binario

A expressdao do bindrio também pode ser escrita s6 em termos das grandezas do

estator ou s6 em termos das grandezas do rotor. Consideremos a expressao:
Vpla ™ Valp

Relativamente a grandezas do estator (omitindo o indice s no termo a esquerda do

sinal de igual)
Vgl T Wyig= -(Lg igs T M sen@i,, +Mcos€iﬂr) Lo

H(Ls iy T McosOi,, - Msen@iﬂr) iy
Esta expressdo pode escrever-se na forma:
-Msen® -McosO | |ior

[IO&S‘)lﬂs] .
Mcos@ -Msenf Lgr

Que ¢ a expressdo do bindrio. Assim o binario pode ser escrito s6 em termos de

grandezas do estator.
Mem =pp('WlB i(x+ W(xl'B) (365)

Esta expressdo pode ser escrita em termos do produto externo do vector do fluxo

estatorico $S=( Vo, W) por ?S =(ig, iB). Tem-se:

> -
Moy, ~—Pp (s Xiy) (3.66)

Também ¢ possivel escrever a mesma expressao do binario s6 em termos de

grandezas do rotor. A mesma manipulagdo de expressdes permite obter:

N
Mey, :pp( W[} lo~ Vg i[}) ou Mgy ~Pp (-ypX iy (3.67)

As expressdes 3.55 ou 3.56 estdo expressas em termos dos fluxos e das correntes

e sao validas também em regime de saturagdo do circuito magnético.
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3.6 Maquina Sincrona de polos salientes em coordenadas of.

Consideremos uma maquina sincrona de polos salientes sem enrolamentos
amortecedores. A obtencdo do modelo matematico da maéquina sincrona em
coordenadas o ¢ realizada aplicando a transformagdo de Concordia as grandezas do

estator. A matriz de transformagao devera ser definida como:

o
=l , | (3.68)

Onde C ¢ a matriz de transformagdo de Concordia.
Tal como no caso da maquina de inducdo, a matriz de transformagdo, ¢ uma
matriz de constantes. Assim a matriz G" € nula e como consequéncia pode ser escrito na

forma 3.11 ou mais compactamente:
d
U=RI+5{LL} (3.69)

Para simplificar a andlise considere-se uma maquina de um par de polos. A
aplicagdo da matriz de Concordia corresponde a substituir o seu enrolamento trifisico

por um enrolamento bifasico equivalente.

Fig. 3.12. Maquina Sincrona de p6los salientes.

Os coeficientes de indugdo relativos aos enrolamentos do estator sdo obtidos
depois de aplicada a transformagdo de Concordia as equacdes 3.10. Estas operagdes

encontram-se no anexo a este capitulo. Escrevem-se:

1
Lo = (Lyo-M,) + (5 Lb+Mb) co0s20 (3.70)
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1
L= (Lg-M,) - (5 Lb+Mb) c0s20

1
Mop = (5 Lb+Mb) sen260

Estas expressdes podem por-se na forma:

Lg+L Lg-L
Ly = d2 1, d2 1 c0s20

LytL, Lyl
Lp="7%"-"2
Lg-L
Mop = d_2q sen260

cos20

onde:

1
Lg=(La-My) + (§Lb +Mb)

1
Ly = (La-My) - (ELb + M, )

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

O coeficiente de inducdo propria do enrolamento de excitagdo ¢ independente da

posi¢do do rotor da méaquina. Assim:

Lf= cte

(3.78)

Os coeficientes de indu¢ao mutua entre o estator e o rotor admitem-se sinusoidais.

Assim:
Mgs= M cos 6

Mpr= M sen 0

Para simplificar a escrita das equagdes fagamos:

Ld"’Lg Ld'L_q
Loy = P Los = 2

donde

Lgy + Los = Lg Lay-Los = Lq

A equacao que relaciona os fluxos com as correntes sera:

Gil Marques

(3.79)

(3.80)

(3.81)

(3.82)
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Vo Lgy + Losc0s20  Lygsen20  Mcos6 [ iy
yg | = Lossen20  Lgy - Logcos20 Msen® || ig (3.83)

7 M cosO M sen® Ly lf

Esta equagdo permite determinar o sistema de equacdes diferenciais que traduzem
a dindmica da maquina sincrona usando as mesmas técnicas que se utilizaram na

determinagdo do modelo da méaquina de inducao.

Exemplo 3.3 Obteng¢do da matriz dos coeficientes de indug¢do da

maquina sincrona de pdlos salientes por inspecg¢éo.

Considere uma maquina sincrona sem enrolamentos amortecedores com
pbdlos salientes, bipolar, e com dois enrolamentos no estator
simétricos e colocados em quadratura.

Determine a matriz dos coeficientes de indug¢do desta maquina.

Resolugdo

Esta méquina pode ser representada pela figura 3.12. Como tem 3
circuitos, a matriz dos coeficientes de indugdo devera ter 9
elementos.

A. Coeficiente de auto-inducdo.

O coeficiente de auto-indug¢do do circuito de excitacdo que se
encontra colocado no rotor é constante. Com efeito a relutédncia do
circuito magnética vista por este circuito é sempre constante néao
dependendo da posigdo do rotor.

O coeficiente de auto indugdo dos enrolamentos do estator vao
depender da posigdo do rotor pois o circuito magnético visto do
estator vai depender desta posigéo.

Quando o rotor se encontrar na posicgéao 0=0, o entreferro

correspondente ao circuito do enrolamento o é minimo e portanto o
respectivo coeficiente de auto-indug¢do serd méximo. Designémo-lo por
Lg.

Por sua vez, para o enrolamento P este entreferro & méximo o que
vail corresponder um coeficiente de auto-indu¢do minimo. designémo-lo
por Lg.

Quando o rotor se deslocar os coeficientes de auto-indugdo destes

dois enrolamentos variardo entre Lg e Lg. Na posigdo 6=n/2, agora o

enrolamento o tera um coeficiente de auto-indugdo igual a Lg e ©
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coeficiente de indugdo L sera igual a Lg.

A figura 3.13 mostra o andamento destes coeficientes de auto-

indug¢do ao longo de uma rotagdo do rotor.

La LB
Ld W PR PEAE LA L2 SAiiiidididddddds Sawtenneeee
VARERN 7 N
7 AN 4 AN
b4 N b4 \
N\ ’ SN\
VAR SN 7, SN
Lg Vs T \ .. \
|
/2 T 3m/2 2 o

Fig. 3.13 Andamento de Ly e Lp-

A figura 3.13 permite concluir que estes coeficientes sdo fungdes
periddicas do &angulo de posicdo do rotor 6. Um desenvolvimento
aproximado destes coeficientes consiste em considerar que estes sédo

sinusoidais em 20.

Assim:
Lg+L Lg-L
Ly = > 4 > 9 cos20
Lg+L Lg-L
g g
g = —>5 - > cos20

gque sdo expressdes semelhantes a 3.73 e 3.74 obtidas a partir da
transformacdo de Concordia.

B. Coeficientes de inducdo mitua.

Entre estator e rotor
Os coeficientes de indug¢do mitua entre os enrolamentos do estator e
do rotor podem considerar-se sinusoidais e fun¢des da posigdo relativa

entre os dois enrolamentos respectivos. Assim:
Myf = M cos 6 Mgr=M cos (n/2-6)=M sen 0

gque também coincidem com as expressdes obtidas pela transformacgao
de Concordia.
Entre estator e estator

Quanto aos coeficientes de indu¢do mitua entre os enrolamentos do
estator, considere-se a figura 3.14 em que iB=O. O enrolamento «,
percorrido pela corrente 1y cria wuma onda de forga magnetomotriz
sinusoidal em 6g. A posigdo méxima desta onda f.m.m encontra-se

alinhada com o eixo dos Xx.
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Fig. 3.14 Decomposigao de fmm e fluxos

Decompondo em componentes segundo os eixos d e g, obtém-se:
F4=Fy cos 0 F&:—F@ sen 0
onde

Fo = Ke N iy cos(6g)

as f.m.m F4q e Fa-véo criar fluxos @g e ¢q dados por:

¢:Fd ¢=_Fq_
d Rmd d qu

A projecgdo destes dois fluxos sobre o eixo dos y onde se encontra

o enrolamento B da:
¢ﬁ=¢dsen9+¢qcose
Substituindo, obtém-se:
1 1 1
o8 = - Fo 5 sen(20)
p F?md F?mq * 2

O fluxo no enrolamento 8 seré:

KN KON\ 1
Vg= Ke N ¢ = R - F?mq a 5 sen(26)
Identificando:
K2 N K2 N
Lg = e Ly = /1
a Rmd d qu

Obtém-se a expressdo:
Lg-L
LoB = ——E—g sen 26

que coincide com a expressdo 3.75.
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3.7 Transformacao de “Rotaciao de Referencial”

A. Defini¢ao

Considere-se um ponto P de coordenadas ig € ig no referencial o—f e de

coordenadas iy € iy no referencial d-g. Estes dois referenciais t€ém a mesma origem, mas

estdo desfasados de um angulo p como se mostra na figura.

sl

q ; PA d
L
‘T/ | ey
- P
/// | \\I
i | B
q
Vig \P
[} [}
> ! >
G L C o

Fig. 3.15. Relagao entre os referenciais of3 e dq.

Tendo em atencdo consideragdes geométricas da figura, tem-se:

PA=igsen p CB=igsenp

BA=i cos p OC=igcos p

A relagdo entre as coordenadas do ponto P nos dois referenciais sera:

g =14 COS P -igsenp

i =igsenp +igcosp

|:ia:| |:cosp -senp ] rd]
B - senp  cosp ig

donde:
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(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)
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A matriz quadrada ¢ a matriz de transformacgdo. O angulo p ¢ o angulo de
transformacao.

Propriedades da matriz de transformacao:

1. E uma matriz ortogonal. A sua inversa é igual a sua transposta.

2. O seu determinante ¢ unitario e ndo depende de p.

3. O resultado da multiplicagdo desta matriz por um vector no plano num
determinado referencial ¢ um vector do mesmo modulo e desfasado de um angulo p em
relagdo ao vector original.

4. Expressoes com produtos externos ou produtos internos de vectores mantém-se

inalteraveis na transformacao.

Exemplo 3.4 Composigdo da transformagdo de Concordia e da
Transformagdo de rotagdo de referencial - Transformagdo de

Blondel-Park.

A matriz equivalente que resulta da aplicagdo sucessiva das duas

transformagdes é obtida pelo produto das duas matrizes, ou seja:

— 1 M
1 0 =
2
V_ cosp -senp O
2| 1 3
T = 3 ) 2 \z senp cosp 0
103 L o0
L 2 T2 7]

Onde a componente o é mantida na rotagdo de referencial. Executando

os calculos, obtém-se:

B cosp -senp j% h
T = \j%- -%cosp%%gsenp %cosp%%gsenp j%
-%cospQ%gsenp %cospQ%gsenp j%
ou
r— 1 Y
cosp -senp V?
2 2n 2r)y L
T = 3 cos|p—3 -sen| p—3 VE (3.89)
4T 4T 1
| o) o) F ]
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Tal como as matrizes de Concordia e de rotagdo de referencial
também esta matriz é ortogonal pois representa o produto de duas
matrizes ortogonais. Esta transformagdo é frequentemente designada por

transformagdo de Park ou por transformagdo de Blondel-Park.

B. Transformagio de um modelo de uma maquina em coordenadas o, B
para coordenadas d.q.

Em coordenadas oy o modelo de uma maquina ¢ definido por equacdes da forma:

¥
Ugp=Roplop+ g2 (3.90)

Ay

Fig 3.16. Relagdo entre a posi¢do dos enrolamentos of e dq.

De acordo com a figura 3.16 a transformacao ¢ definida do seguinte modo:

Iog=Cp) Lay (3.91)
YoB= C(p) Wig (3.93)
A matriz Cip) define-se:
cosp -senp
C(p) = (3.94)
senp cosp

Substituindo as matrizes das correntes e dos fluxos na equacdo do modelo em

coordenadas o, 3, tem-se:
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d
Ugp=Rep C(p) qu"'a [C(P) Way]

.[dcC dy
=Rmﬂ1mLm+PP§§qu+CWﬂ{]f4 (3.95)

Multiplicando a esquerda ambos os termos desta equagdo por Cp)T tem-se:

. |dC(p)
dy,,
+cmfcm{7f4 (3.96)
Define-se
Rig=Cp)" Rap Cp) (3.97)

Sabendo que C(p) € ortogonal, isto ¢ CT C=1¢e como:

dc cosp senp -senp -cosp 0 -1
wl5e]-| 5 o Lol e

P -senp  cosp cosp —senp

o segundo produto matricial obtém-se:

0 -11]{VYa By
. dC(p) . . q
P C(p)T[ dp ]\I’dq: P [ } =p (3.99)
10 Wq Wd
O modelo em coordenadas dg toma a forma:
dy,; .
Uirqlgt g =P Y, (3.100)
dy, .
Uy=ry iy g P Yy (3.101)

NOTAS:

1. p é avelocidade a que roda o referencial d, g em relagdo ao referencial o, 3
2. Como nestes calculos nao entrou nenhuma relacdo entre os fluxos ¢ as

correntes, as equacoes resultantes sdo validas mesmo quando ha saturagao magnética.
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3. Quando p =0 as equagdes tomam a mesma forma que as equagdes originais. Se

[37&0 ha que adicionar termos proporcionais a velocidade de rotacao do referencial.

As equagdes 3.90 e 3.91 sdao equagdes semelhantes as equagdes das maquinas de
comutacdo. Assim, pode dizer-se que esta transformagdo transforma uma maquina de
corrente alternada numa maquina de comutagdo equivalente. Certos autores designam
esta transformacgao por transformacao de comutador (“Commutator transformation”).

Se o valor das resisténcias dos enrolamentos for igual, a matriz das resisténcias ¢

invariante na transformagao.

Expressoes do binario

Em grandezas o3 o bindrio toma a forma anteriomente referida:
- >
Mem ~—Pp (WX i) (3.102)
Ou em termos de grandezas do rotor:
. . A
Mem=pp (W[}la' Walﬂ) ou Mem=pp Cyrxip) (3.103)

Como na transformacao “Rota¢ao de referencial” todos os vectores sao rodados do
mesmo angulo p mantendo constante o seu mddulo, os produtos internos e externos

destes vectores manterdo o seu valor. Assim:

- 2
Mem =p, (Ys % i) (3.104)

- 2
ou Mem =pp, (-Wr X iy) (3.105)

Onde:
- 2 . .

Ys = (Vds , Vgs) ls=(lds, lgs) (3.106)
Exemplo 3.5 - "Aplicagdo da transformagdo de Park a um sistema

equilibrado de tensbes ou correntes”.

Considere um sistema trifédsico e equilibrado de tensdes:
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ug = VE U cos (0t+)

2
up =2 U cos(wt+a—T?)

4
\2 U cos(mt+a—??)

Uc

No exemplo 3.2 foi aplicada a transformagdo de Concordia e obtidas
as tensdes ug, uB, Uy equivalentes.

1l.Fazendo uma mudanca de referencial obtenha as tensdes do modelo
de Park ug, ug e up. Faga p =0p + Op € ® = Op.

2.Considere agora que o sistema tem sequéncia de fases inversa e
que se tem ® = 50p. Calcule os valores de ug, uf, up bem como de ug e
uq.

3.Considere de novo o sistema com sequéncia de fases directa, mas e
que se tem ®=70y. Calcule os valores de ug, uB, uo bem como as

expressbes de ug e uqg.

Resolugdo:

1. Do exemplo n° 2 obtivemos para o sistema directo:

u \[3 U cos (ot+oy)

o
ug = A3 U sen(ot+oy)

u, = 0

Fazendo a mudanga de variéveis, obtém-se:
ud cosp senp \[3 U cos (ot+oy)

Uqg -senp cosp VE U sen (0Ot+0y)

[ cosp cos (wt+oy) +senp sen (Ot+0y)

| -senp cos (ot+oy) +cosp sen (Ot+0y)

[ cos (ot -y+oy)

| sen (0t -y+0y)
fazendo p = ot + op, tem-se:
udg cos (Ot +0y-Omt -0m)
=3 U
Uqg sen (Wt +0y-Omt -0m)

se ® = O, obtém-se:

ug = /3 U cos (0y-0m)
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ug = VE U sen (Oy-0Oyp)

onde se pode verificar que ug e uqg sdo funcdes constantes no tempo

2. Para o caso de um sistema inverso

\[3 U cos (ot+oy)

o
]

ug = -VE U sen(®t+oy)
u, = 0
Se a frequéncia for 5m, tem-se

A3 U cos (5ot+oy)

=
Il

ug = -[3 U sen (5mt+oy)

Transformacdo de Blondel-Park

uqg COSp Senp '\/3 U COS(S(X)t‘Fau)

Ug -senp cosp —VE U sen (5mt+0y)
cosp cos (5mt+0y) -senp sen (5Wt+0y)

=3 U
-senp cos (50t+0y) -cosp sen (5Mt+0y)
cos (5mt+p+0y)

= \3 U

-sen (5Mt+p+0y)

fazendo p = opt + oy, tem-se:

[ug] [ cos (Ot +04-OmEt -04m)
=3 U

| Uq | | sen (Ot +0y-Wmt -0iy)

[ug] [ cos (6wt +oy+0m)
=3 U

| Uqg | | -sen (6t+0y+0un)

3.Para o caso da sétima harmbdnica constituindo um sistema directo
ter-se-a:

u, = \3 U cos (7ot+oy)

o
ug = A3 U sen (7ot+oy)

Transformagcdo de Park

ud cosp senp \[3 U cos (7Tot+oy)
Ug -senp cosp \[3 U sen (7ot+oy)
cosp cos (7Wt+0y) +senp sen (70t+0y)

- VE U

-senp cos (70t+0y) +cosp sen (7Mt+0y)
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cos (7mt-p+0y)

=3 U

sen (70t - p+0y)

fazendo p = Wt + O, tem-se:

ug cos (6Mt+0yy-0m)
=3 U

Ug sen (6t +0y-0m)

Observagdo:

Deste exercicio pode concluir-se

Blondel-Park modifica a frequéncia das variaveis.
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3.8. Modelo da Maquina de inducdo em coordenadas de
Blondel-Park.

Introducao

O principal objectivo da transformagao de Park, quando ¢ aplicada ao modelo de
uma maquina, consiste na simplificacdo das equagdes que constituem o modelo
matematico dessa maquina.

No caso da maquina de inducdo pretende-se que este modelo ndo dependa da
coordenada de posi¢cdo 6 e portanto que a matriz dos coeficientes de indugdo seja uma
matriz de constantes. Para isso ¢ necessario que os circuitos equivalentes em
coordenadas dg do estator e do rotor estejam estaciondrios uns em relacdo aos outros. A
matriz dos coeficientes de indug¢dao ¢ ainda mais simplificada se aplicarmos uma
transformagdo em que os eixos dg do estator estejam coincidentes com os eixos dg do
rotor.

Existem vérias situagdes em que este objectivo pode ser alcancado. Seguidamente

analisam-se 3 casos com interesse.

A. Modelo em coordenadas do estator
Sera necessario aplicar uma transformagao definida do seguinte modo:
Estator Identidade

Rotor———— Rotacdo de um angulo eléctrico p igual a (-6)

Segundo as equagdes 3.100 ¢ 3.101 tem-se:

d
Ugs=Ts igs + % (3.107a)
o dygs

ups=rs ips + (3.107b)

. dyg
U=ty igy + TF + Py, Yar (3.107¢)

dy,
Ugr=rr igr + g = Pp®@y Var (3.107d)

Onde p,®,, ¢ a velocidade angular da maquina reduzida a um par de polos.
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Exemplo 3. 6 ™ Modelo da maguina de indug¢do no referencial do

estator”

Obtenha o modelo da magquina de indu¢do em coordenadas do estator
através dos produtos matriciais discutidos na secgdo 3.3.

Resolugédo:

Aplicando a transformagdo segundo as regras discutidas atrés
tem-se:

Calculo da matriz das induténcias

1 Lg 0 Mcos6 —Msen6 1
1 0 Lg Msen® Mcos6 1
L*= cosf -senf Mcos® Msenf Ly 0 cosf sen
sen® cosH -Msen® Mcos® 0 Ly -senb cosH
Cujo resultado é:
Lg 0 M 0
0 Lg 0 M
L= m o 1, o
0 M 0 Ly
A matriz G serd dada por:
T LE TaM ]
CE de cE CE de cR
G =G + G”
am® 7 dLR
R 39 & “r g “r |
P SR e
ETE 4o E™ a0
+
cT MT dCE cT L dCR
R de R "R g0 _
Executando os calculos, obtém-se:
0 O 0 0
0 O 0 0
G = 0 M 0 L
-M 0 _Lr 0
Ao que corresponde um modelo que se pode pbr na forma:
r 0 0 0 . .
Ugs S igs Lg 0 M 0 igs
0 rg O 0 . .
UBS o . lBs 0 LS 0 M d lBs (3 108)
= . + == | . .
ugr 0 MO 1y L0 idr M 0 Ly O at | igy
Uqr —Mé 0 —Lré ry lqr 0 M 0 Lr lqr

Estas equagdes podem por-se na forma das equagdes 3.107. Note-se que
na matriz das indutdncias existe desacoplamento magnético entre as

equagdes relativas ao eixo d e as equagdes relativas ao eixo g. Este
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resultado é consequéncia do alinhamento dos eixos do estator com os

eixos do rotor.

Exemplo 3.7 “Transformagdo de frequéncias”

Considerando a transformagdo definida nesta secg¢do e admitindo que a
frequéncia das correntes do estator é ® e que a maquina roda a
velocidade oy, calcule a frequéncia das grandezas do rotor vistas no
referencial do estator em regime permanente.
Resolugédo
Em regime permanente a frequéncia das grandezas do rotor seréa:

Or = Og - PpOn
donde poder-se-a escrever:

igr = Ir cos(ort)

iBr = Ir sen(ort)
Aplicando a transformacdo, obtém-se:

[idr] [ cosO® -genb ] I, cos (My¢t) cos (6+myt)

igr senf cosH I, sen(Myt) - sen (0+wrt)
Como 0= PpOnt+0p, tem-se:
0+0rt= (ppu)m+(or) t+0y = Ogt+0y
Conclusdo: As grandezas igy e igr terdo a frequéncia das grandezas

do estator em regime permanente.

B. Modelo em coordenadas do rotor

Sera necessario aplicar uma transformagao definida do seguinte modo:

Estator Rotacdo de um angulo eléctrico p igual a 6
Rotor——— Identidade
Obtém-se segundo 3.100 ¢ 3.101
. du%h
Uds=Ts lds ¥ g = PpOn Vs (3.109a)
o, dYgs
Ugs=Ts igs + —dt‘]— + P, Vs (3.109b)
d
Uop=Tr iy + ‘gf‘r (3.109¢)
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dy,
UBr=ry iy +—d£&

113

(3.109d)

C. Modelo em coordenadas do campo girante ou de um referencial geral.

Sera necessario aplicar uma transformagao definida do seguinte modo:

Estator

Rotor—————

Rotacdo de um angulo p igual a 6R
Rotacdo de um angulo p igual a OR-60

O angulo 6g representa a coordenada de posi¢cdo angular de um determinado ponto

que rode a velocidade do campo girante. A velocidade deste ponto serd @;. Note-se que

as equagodes que se irao obter sdo validas ndo s6 no referencial do campo girante como

em qualquer outro referencial que rode a uma velocidade qualquer. A utilizagdo de um

referencial sincrono com o campo girante tem a vantagem de que em regime permanente

as grandezas sdao constantes no tempo. Obtém-se segundo 3.100 ¢ 3.101

Gil Marques

. des
Uds=Ts Ids T dr - D= Vgs

ay,
Y Zrgs
Ugs=Ts igs T dt T 0Or Yys

. dYar
Ugy=Tr Ldr T dr (r -ppa)m) Yar

o Ay
Ugr=Trlgr T _dtf]_ + (@ -ppa)m) Yar

(3.110a)

(3.110b)

(3.110¢)

(3.110d)
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3.9. Aplicaciao da transformaciao de Park a Maquina Sincrona
de polos salientes.

Consideremos a figura 3.12. Para que o enrolamento d fique alinhado com o
enrolamento f € necessario fazer uma mudanga de referencial em que o angulo da
transformagdo p seja igual ao angulo da posi¢do angular do rotor 6. Assim a

transformag¢ao sera definida como:

cos® -sen®6 O

C=| sen® cos6 O (3.111)
0 0 1

A variavel irmantém-se inalterada nas novas equagdes. SO nestas condigdes (p=0)
¢ que a matriz L podse ser simplificada. Devido ao facto de existirem pdlos salientes na
maquina existe apenas um referencial onde a transformacdo de Park simplifica as
equacoes.

Pelas equagdes 3.100 e 3.101 obtém-se:

A7
Ug=riid + =g -Pp@ Yy (3.112a)
d
ug =riig +7l/;q+ppco 7] (3.112b)
d .
ur= rfif+7l/t/1 (3.112c¢)

Exemplo 3.8 Obtengdo do modelo da magquina Sincrona através dos

produtos matriciais.

As equagdes da maquina sincrona em coordenadas de Park serdo
obtidas através dos célculos apresentados nas equagdes 3.14 a 3.16.
Assim:

Célculo da matriz dos coeficientes de indugdo:

Cdlculo de L' = ¢cT L C

Gil Marques 02-04-02



Cap. 3 Modelos das Maquinas de Corrente Alternada 115

Lav + Log cos26 Log sen26 M cos6
L' = ¢t Log sen26 Layv - Log cos20 M senf c
M cos M sen6 Lf

com

cos® -sen® O

C = sen® cos® O
0 0 1
Executando os calculos obtém-se:
Lg 0 M
L' = 0 Lg O (3.113)
M 0 Lf

que é uma matriz que ndo depende do &dngulo de posigdo 0. Os seus

coeficientes de indugdo sdo constantes.
Ccédlculo @' = cT [dn/d8] ¢

-2Log sen28 2Log cos20 -M sen® I cos8 -send 0
G'=C 2Log c0s20 2Log sen20 M cos6 senf cosb 0

-M sen6 M cos6 0 a4 o0 0 1
Executando os calculos, obtém-se:

0 L3-Lg 0]

¢ =| La-Lg 0 M (3.114)

0 M o
Calculo de G" = cT 1, [dC/de]

-sen® -cos® O

G" = C L cos® -sen® O
0 0 1
0 -Lg O
G" =| Lgq 0 O (3.115)
0 -M 0

As equagdes da Maquina Sincrona em variaveis de Park serdo:

u ° : L 0 M i
d rqg -6Lg O 1d d d
. d \
ug| =| o . ig| + 0 Lg O 3c | a (3.116)
uf 0 0 rf 1f M 0 Lf if
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Por sua vez o binadrio sera:

1
Mem = 3 '’ @ 1
ig
1 . . ) .
Mem = 5 [id . igq + if] Lg-Lg 0 M 1g (3.117)
0 M 0 ,
1f

1 . .
Mem = 3 {(Ld—Lq) Ig Ig + (Ld—Lq) Ig Ig + M Ig if + M Ig if)

O termo (L3-Lg)igiq € devido ao facto de existir relutancia

magnética diferente nos dois eixos d e g. Designa-se este termo por
bindrio de relutédncia. Este bindrio ndo existe na Maquina Sincrona de
pblos lisos. O termo Migif resulta da interacgdo entre os enrolamentos
do estator e do rotor. Designa-se por bindrio sincrono.

NOTA: O binédrio também poderd ser calculado através dos elementos

do modelo proporcionais a om , isto &, através da matriz

0 —Lq 0
¢ = | Lg 0 M (3.119)

0 0 0

Note-se que:
@' =G + @T (3.120)
Assim:
1 1
Mem = 5 1 Tgr 10 - 5 T {ae + GT} I’
1 1

-5 er +3 1776 1 (3.121)

O bindrio tal como as suas componentes sdo matrizes de um por um,
isto &, grandezas escalares. Os seus valores ndo se alteram se se

aplicar a propriedade da transposigdo. O segundo termo é portanto:

1 1 1
Solel 10 - (5 1 TaT I’)T -s1le 1 (3.122)

aplicando a regra da transposigdo do produto. As duas componentes

do bindrio sdo portanto iguais e tem-se:

Mem = I'T @ 1° (3.123)
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Esquema Equivalente da Maquina Sincrona

Uma vez que os enrolamentos d,q e f se encontram alinhados conforme se indica

na figura 3.17, pode concluir-se:

Vi=Lqgig+Mir (3.124a)

(3.124b)

Fig. 3.17. Maquina sincrona de po6los salientes.

As equagdes da Maquina Sincrona em coordenadas de Park (3.112) corresponde o

esquema equivalente da figura 3.18.

Entreferro

Fig. 3.18. Esquema equivalente da maquina sincrona sem enrolamentos amortecedores.
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Magquina Sincrona com enrolamentos amortecedores

Os enrolamentos amortecedores sao constituidos por barras em curto-circuito
colocadas no rotor. Estes enrolamentos sdo estacionarios com o enrolamento indutor e
com o referencial adoptado. Em regime permanente sdo nulas as correntes que os
percorrem porque sao estacionarios com o campo girante. Podem ser decompostos em
dois, um na direc¢do do eixo d e outro na direccao do eixo g. Como estdo colocados no
rotor, as suas equagdes serao semelhantes as equagdes do enrolamento de excitagdo.

Assim, uma vez que se encontram em curto-circuito, tem-se:

d

0=rpip+ % (3.125a)
d

0=rpip+ _:ZQ (3.125b)

Como, em regime permanente, ip € ip sdo nulas, estes enrolamentos sdo
frequentemente omitidos para o estudo daquele regime. Em regime transitorio, como
existe ligacdo magnética entre os enrolamentos D, f, e d, o fluxo no enrolamento d ¢ a
soma das contribuigdes de 3 componentes: a componente que resulta da indutancia
propria do enrolamento d e das componentes que resultam das indutdncias mutuas com
os enrolamentos f e D. Assim, uma variacao da corrente ip faz-se sentir no equilibrio
das tensoes no eixo d. O mesmo se passa entre os enrolamentos g € O que se encontram
alinhados segundo o eixo gq.

O modelo matematico da maquina sincrona com enrolamentos amortecedores €

constituido pelas equagdes 3.112 e 3.125, onde:

Wqa=Lgiqg+Mir+ Mpqip

Wy = Lq iqg + Mog ig

Yr=Lrir+ Mig+ Mprip (3.126)
Yp =Lpip+ Mprir+ Mpqiq

Yo =Loig +Moqiq

O esquema equivalente correspondente encontra-se representado na figura 3.19

onde nao se representam todos os coeficientes de indugdo mutua para ndo sobrecarregar

a figura.
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Entreferro

Fig. 3.19. Esquema equivalente da Maquina Sincrona com enrolamentos amortecedores.
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3.10. Introducao da notacao complexa.

A. Introducao:

Nas sec¢des anteriores, as equagdes das maquinas eléctricas foram expressas em
dois conjuntos diferentes de variaveis reais o3 e dg. Cada um destes dois conjuntos de
variaveis tem um significado fisico preciso.

As variaveis off resultam da substituicdo de um sistema trifasico de condutores
desfasados de um ter¢o de periodo por um sistema bifasico em qudratura. Esta
substitui¢do ¢ feita de modo a manter a poténcia invariante e a criar no entreferro a
mesma onda de forca magnetomotriz. A natureza da maquina ndo ¢ alterada. Assim,
uma maquina de indugdo trifasica ¢ substituida por uma méquina de inducdo bifasica, e
uma maquina sincrona trifisica por uma sincrona bifasica.

As variaveis dg resultam do equivalente em termos de quantidades de induzido de
uma maquina de comutag¢do com escovas alinhadas com os eixos dos enrolamentos do
outro lado (estator ou rotor). Traduzem-se por uma rotacao do referencial. Neste caso a
natureza da maquina ¢ alterada, isto €, tanto as maquinas de indu¢do como as maquinas
sincronas sdo substituidas por maquinas de comutagdo equivalentes.

Estas variaveis reais, o3 ¢ dg séo suficientes para o tratamento da maior parte dos
problemas das méquinas eléctricas. Ha, contudo, outras transformagdes reais que podem
ser usadas em casos especiais € hd também transformacdes complexas que sdo
particularmente uteis noutras situacdes.

As transformagdes complexas, que serdo introduzidas nesta seccdo, dao a
equivaléncia complexa das variaveis o8 ou dg. Assim, a um vector (x,y) no plano faz-se
corresponder um numero complexo x+jy no plano de Argand.

A equivaléncia complexa das variaveis o8 sdo as varidveis +/- ou componentes
simétricas instantaneas e¢ a equivaléncia complexa das variaveis dg sdo as componentes
/b ou variaveis complexas rotativas.

As transformagdes complexas foram introduzidas na engenharia electrotécnica por
Fortescue no estudo de circuitos polifasicos em regime permanente ndo equilibrado.
Quando aplicada a quantidades que s3o vectores que representam grandezas sinusoidais
em regime permanente, a transformacdo de Fortescue dd novas variaveis que tém
significado fisico preciso.

A transformagdo de componentes simétricas instantaneas foi introduzida por W.
V. Lyon e ¢ representada por uma matriz idéntica a da transformacdo de Fortescue com

a diferenca de que a transformagdo de componentes simétricas instantdneas ¢ obtida
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transformando varidveis instantdneas enquanto que as componentes simétricas
convencionais sdo obtidas da transformacgdo aplicada aos fasores que representam o
regime permanente. A interpretacdo fisica destes dois grupos de varidveis ¢
completamente diferente come se vera.

As variaveis fb, que foram introduzidas por Y. H. Ku, podem ser expressas em
termos das componentes simétricas instantaneas através de uma rotacao de referencial.

A figura 3.20 ilustra a relagdo entre os varios grupos de variaveis.
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- l —
CoS -sen’ =
ia ! ! \2 iq
2 2n 2r) L
«— h | = § cos| V= 3 -sen| Y= 3 \/5 iq <
e COS(Y 4_7:) sen(Y 4_7r) - o
- T3 )3 )2
r— l —
1 0 &
i V2 |rig i .
‘ o cosy -seny 0
2| 13 L], | |
b =\/3] 2 2 \2 13 iB || seny cosy 0 || iq 4 dg
¢ 1431 Lo io 0 0 1d]i,
| 272 2
io i
¢ 11 0 - d 11 0 7
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ic J(HAT3)  -j(y2m3) i
— ¢ e _
Fig. 3.20 Relacdo entre os varios grupos de variaveis.
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B. Componentes simétricas instantaneas

As variaveis complexas +/- sdo a equivaléncia complexa das variaveis ofi. A um
vector com duas coordenadas, (igig) faz-se corresponder um namero complexo

(ighji /3)/\/5 e o seu complexo conjugado. Assim:

+ 1 . + 1 .

i Zﬁ(iaﬂiﬁ) u :ﬁ(“oﬁ] uﬂ) (3.127a)
- 1 - 1

i =@(ia-jiﬁ) u =$(ua-juﬂ) (3.127b)

Como as grandezas off sdo reais, as componentes + e - s30 sempre complexas
conjugadas.

A transformacao sera definida:

-]

donde

R R R
=3 (3.128)
1 1 -] lﬁ

1[11] ¢’ l[lj] (3.129)
= 7= . . e = 7= . .
2L+ ] V2L 1 4

-1
A matriz C ¢ a transconjugada de C. Estas matrizes designam-se por matrizes

unitarias. O factor 1/\/5 garante que a transformacao seja unitaria.

Relagao entre as componentes simétricas e as variaveis de fase abc

Mantendo a corrente homopolar da transformacao de Concordia, tem-se:

i+ | 1 7 O Iy
T = — 1 - 0 l
G ] s (3.130)
i° 0 0 ~2dLi,
€ como
i 22 |,
o
p 3 272 ||
‘o 111 |l
[ \[2424/2 _
Tem-se
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_l’_ - -

i 1j 0 22 i,

- :L 1 _j 0 g OEB_EB ip

i 2 3 2 2 '

; 0 0 +2 1 1 1 lc

o L S
2422

+ 2

5
f—
o1
o1

la
|:ib:| (3.131a)
ic
i+
i (3.131b)
[io}

(3.132)

S & 8

Il

—

=l

1 mlw ok
”'N 1 —_
[ [ [
—_ ) e

onde
j2n/3
e

a =
A matriz de transformagdo ¢ também uma matriz unitaria, isto é, a sua inversa ¢

igual a sua transconjugada.

Exemplo 3.9 Aplicag¢do da transformag¢do de componentes simétricas

instantineas a varios sistemas de tensdo.

a) Sistema equilibrado sinusoidal de sequéncia directa.
Considerando os resultados do exemplo 3.2 e as equagdes 3.127, tem-

se:
1 3 .
ut = qg \J3 U [cos(ot+oy)+jsen(wt+oy)] = \/% U ej(wt+au)

-5 - 3 . - (jot+oy)
u = VE VE U [cos(t+0y) -jsen(wt+oy) ] = \J; U e u

~

+ . s . -
O vector u 1roda no sentido positivo a velocidade ®. O vector u

roda em sentido negativo a mesma velocidade.

b) Sistema equilibrado sinusoidal de sequéncia inversa.

Tem-se agora:
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1 3 s
ut = NG A3 U [cos(wt+oy)-jsen(ot+oy)] = \/; U e (jot+ou)
) 1! 1 i (jwt+au)

o= s A3 U [cos(wt+oy)+jsen(ot+oy)] = s Ue

c) Sistema sinusoidal desequilibrado.

Consideremos um sistema em coordenadas of desequilibrado.

coordenadas pode escrever-se:

Valores instanténeos Amplitudes complexas

[_J(x = '\/3 U(x ejea

I_JB = -3\3 U 1%

de Euler,

Ug, = ‘\/5 Ua COS((Dt+9(x)

up = \3 UB sen (o0t+6p )

Considerando a identidade

os valores

tensdes escrevem-se:

VB (oI (08400 | -5 (0r+60))

125

Nestas

instanténeos das

ug = 5 (3.133a)
3 . .
up = 32% ug (e’ (+6B) _ - (0r+6p)) (3.133b)
Estas expressdes podem ser escritas em termos das amplitudes
complexas:
E —* g
Ug, = 5 (Ua ejmt + Ua e J(Dt) (3.1348.)
1 (= 4 —* 5
up= 3 (UB eJOt Up e Jmt) (3.134b)
Aplicando a transformacdo +/- as componentes instanténeas,
obtém-se:
7 B . . .
Uy + jU - U, + 30 -
+ _ 1|8 I8 jor |2 - B| _-jot
u =3 e + e (3.135a)
[\ 2 \2 |
% % ]
7 ‘17 U - ju
- _ 1 ||Ye - 3UB| jor |Ce” TB| -jot
u =3 e + e (3.135b)
[\ 2 \2 |
Que se podem escrever:
1 —+ ] —X
ut = 3 (gh &3Ot L g~ 730 (3.136a)
_ 1 _* = . .
=3 (Ut IO 4T 300 (3.136b)
Onde
U'e U sdo as componentes de Fortescue das amplitudes complexas.
As expressdes 3.136 determinam que as componentes (+/-) simétricas
instantdneas sdo formadas tomando as componentes simétricas de
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Fortescue ou os seus conjugados e multiplicando respectivamente por
jot -jot . o A .

e ou por e . Em regime equilibrado de sequéncia directa e de
sequéncia inversa, estas equagdes dd3o origem as expressdes das alineas

anteriores. Com efeito, em regime equilibrado, Uy = Ug =U e 0 = 65. As

componentes de Fortescue serdo:

— 3 3 -
U+=2\/;Uejea U =0

Como consequéncia, as componentes simétricas instantdneas tomam a

forma:

1 - . _ _ .
ut = 5 U + ejwt U = U + e Jot

N

d) Sistema equilibrado de tensdes de onda rectangular.
Aplicando a transformagdo as figuras do exemplo 3.2 em intervalos

de 60° obtem-se a figura 3.21.

30° 30°

A 4

A 4

a) Componente + b) Componente -
Fig 3.21 Componentes + e - dum sistema de tensdes rectangulares.
Obtém-se apenas 6 pontos que se encontram sobre uma circunferéncia

de raio unitdrio. Estes 6 pontos encontram-se desfasados de 60°.

As componentes simétricas instantaneas +/- para o regime desequilibrado tém uma
dependéncia no tempo que consiste numa exponencial complexa positiva Aot para a
componente de sequéncia positiva (+) e uma exponencial complexa negativa para a
componente de sequéncia negativa.

Ha uma diferenga muito importante entre as componentes simétricas instantaneas
e as componentes simétricas de Fortescue. Para o regime equilibrado, a componente de

amplitude complexa de sequéncia negativa de Fortescue ¢ nula, mas a componente

instantdnea ndo ¢ nula e na realidade ¢ apenas o conjugado da sequéncia positiva.
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Esta diferenca leva frequentemente a consideraveis confusdes. E necessario aceitar
o facto que as componentes simétricas instantdneas serem representacdes de um
conjunto de grandezas variando no tempo.

A relagdo entre as componentes simétricas de Fortescue e as componentes

simétricas instantaneas resume-se a expressao 3.136.

Modelo da maquina de indu¢io em componentes simétricas

Tal como a transformag¢dao de Concordia, também esta transformag¢do ¢ uma
transformac¢do em que a matriz € traduzida por constantes. Assim ndo aparecerao termos
suplementares nas equagdes de equilibrio das tensdes. Partindo do modelo da méaquina
de indugdo em coordenadas of3 e aplicando a transformagéo ao estator e ao rotor, tem-se

para a matriz dos coeficientes de indugao:

Lg 0 Mcos@ —Msen6

1] 11

CT*L c 1|14 0 Ls  Msen8 Mcos6 BRER
_\/5 1] Mcos@ Msen0 L 0 2 11
1] -Msen6 Mcos6 0 Ly 1

Obtém-se:

j6 ]

LS 0 Me 0
-0
0 LS 0 Me
'_]9
Me 0 L]/' 0
j0
0 Me 0 L]/' _

(3.137)

.

Como ha desacoplamento entre as grandezas + e - , a matriz 4x4 da equacdo 3.137

¢ equivalente a duas matrizes de 2x2. Pode escrever-se:

+ i0 +
=l e N (3.138)
v, Me Ly L,
€
- -j@ -
WS LS Me iS
- (3.139)

0 .
v, MeJ Ly b

As equacdes do equilibrio das tensdes escrevem-se simplesmente:
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Sequéncia positiva Sequéncia negativa
+ -
+ + dws - - dl//s
ug =rsig + g ug =rsiy + o (3.140a)
+ -
+ + dwr - - dl//’”
w, =rpi, g~ up =rpi, * g7 (3.140b)

O modelo em coordenadas +/- instantaneas traduz-se por equacdes que sdo fungao
de O tal como as equagdes em componentes /3. Este resultado ndo deve ser de estranhar

pois estas variaveis sdo apenas a tradu¢do complexa das componentes of3.

Expressoes dos binarios

Sabemos que o binario se pode escrever em coordenadas of3:
Mep=pp (- VBig+ Vol ﬂ) (grandezas do estator)

€, como:
+_ 1 . + 1 :
i =$(za+Jzﬁ) "4 =@ (Vo T ‘l’ﬁ)
- 1 . - 1 :
i =$(1’a-11ﬁ) v =2 (Vo - vp)

Verificando que os produtos:

+* + Wylgt Ypip L “Ygigt Yo lip

Vo 2 J 2
o Wi, Yl Wgiy-W, i
y oYl VBl Vple Valp

O binario pode ser escrito como:

+* 4 -* -
Mem=2ppImag{WS is} =-2p, Imag{yls is} (3.131)

ou

T ] (3.132)

Mem:pp I:l//s Iy = Vs is
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C. Transformaciao Complexa Rotativa (fb)

C1. Definicao

Para a maior parte do trabalho analitico ha um ganho significativo na facilidade de
manuseamento eliminando a dependéncia de 0 das equagdes do modelo matematico.
Isto pode ser feito a partir das componentes +/- instantaneas introduzindo a equivaléncia
complexa da transformacao dg, que foi introduzida por Y. H. Ku e que ¢ designada por
transformagdo fb. A definicdo destas variaveis pode ser feita de varias maneiras.

Seguidamente apresentamos 3 processos equivalentes de definir estas variaveis.

C2. Defini¢ao a partir das componentes dq

A partir das componentes dg, tem-se:

| IR fo1 .
zf=$(zd+qu) u =_2(“d+J“q) (3.143a)
b 1 ) b 1 .
i =@(id-_]l'q) u =@(ud-Juq) (3.143b)

Como as grandezas dg sdo reais, as componentes fb sdo complexas conjugadas.

A transformacao sera definida:

lflljid
ik 2‘:1 ; ] i (3.144)

donde
&=Lrj]e C=LF1] (3.145)
V2L 1 4 2L '
A matriz C_l ¢ a transconjugada de C.

C3. Definicao a partir das componentes +/-

E possivel definir estas novas variaveis a partir das componentes simétricas

instantaneas. Com efeito tem-se:

lf RN ; ; # 0 lf
| = ) ) N b (3.146)
i o ¢ 1| i 0 ” I
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onde p ¢ o angulo de transformagao.

C4. Relacao entre as componentes simétricas e as variaveis de fase abc.

Mantendo a corrente homopolar da transformacao de Concordia, tem-se:

F +
/ & o oo |l
bl _ ~ .
b= ol (3.147)
i° 0 0 1 i°
ou seja:
i - 270 ]
/ e 0 0 1 aa
) 1 .
b — —_— _2 _ 1
j 0 eJP 0 \/§ 15 3 b (5148)
i© 0 11 1 dLi
donde:
f Jp  -i(p2mi3)  -j(p-4m/3) ig
i e e c
1 ) ) ) .
bl =— 41/3 21/3
; NE JP eJ(P+ m/3) eJ(p+ /3) Ip (3.149)

! 1 1 1 Ic

Nota: A transformacao fb ¢ normalmente aplicada ao rotor da maquina de inducao
fazendo a mudanca de referencial do rotor para o estator (grandezas do rotor). O angulo
de transformacdo ¢ neste caso p=—6. Em muitos livros a transformacgdo fb ¢ aplicada
apenas para este caso € a matriz de transformagdo vem definida com sinal menos no

angulo utilizando-se o dngulo 6 em vez de p.

Exemplo 3. 10 “ Aplicagdo da transformagdo fb a sistemas de

tenséo.

(p =ot)

Tomando como base os resultados do exemplo 3.9 e a definicdo das

componentes fb a partir das equagdes 3.146, tem-se:

a) Sistema equilibrado sinusoidal de sequéncia directa.

3 j -7 3 j
uf = \/; U ej(wt+au)e jot_ \/% U ejo{u
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3 - (7 j 3 -7
ub = \/; U e (Jwt+au)ejwt = \/; U e Jou

il b . ~ s
Os vectores u~ e u~ sao vectores estaciondrios no plano de Argand.

b) Sistema equilibrado sinusoidal de sequéncia inversa.

Tem-se agora:

3 -4 -5 3 -4

uf _ \/; U e j(u)t+0cu)e jot _ \/% U e j (2ot +oy)
3 | | 3 |

ub _ \/% U e(jmt+0cu)ej(ot _ \/% U ej(2mt+0cu)

c) Sistema sinusoidal desequilibrado.

Consideremos um sistema em coordenadas of desequilibrado. Nestas

coordenadas pode escrever-se:

1 _ . _x L
u= o (gt Q0% LT e7I9Y) (3.150a)
- - -dot =- Jot

u =3 ( U+ e J + U ej ) (3.150Db)
Onde

U+e U s3o as componentes de Fortescue das amplitudes complexas.

Aplicando as equagdes 3.146 obtém-se:

1 = —X
ez (Thaue j2mt) (3.151a)

.- .
Wwoz (Tt eJ200t) (3.151b)

d) Sistema equilibrado de tensdes de onda rectangular.
Aplicando a transformagdo as figuras 3.21 em intervalos de 60°
obtem-se a figura 3.22. Esta figura é composta por seis arcos de 60°

coincidentes.

30° 30°

v

a) Componente f b) Componente b

Fig 3.22 Componentes f e b dum sistema de tensdes rectangulares.
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C5. Modelo da Maquina de inducio em coordenadas fb

A partir dos modelos da maquina de inducdo em coordenadas de Park ¢ possivel
obter modelos em coordenadas fb.

As componentes f s3o obtidas somando as equagdes relativas ao eixo d com as
equagoes relativas ao eixo g multiplicadas por j=\/-_1 .

As componentes b sdo obtidas somando as equagdes relativas ao eixo d com as
equacdes relativas ao eixo ¢ multiplicadas por -j=-\/-_1 .

A relacdo entre os fluxos e as correntes ¢ em qualquer referencial, desde que os

eixos do estator estejam alinhados com os eixos do rotor:

Ly M
1
o= 7 (3.152)
A0 o
(&
Ws IS
bl = b (3153)
Y M Ly Ly

C.6 Modelo da maquina de indu¢do num referencial do estator (+ - £ b)

Considerando as equagdes 3.107 e aplicando a técnica descrita acima, obtém-se:

f b
- ay, b b Ay,
i, =rd v ug =rydy + 7 (3.154)
v b
f o4y /b b A b
Up =1 iy ¥ 707 -] PpOm Yy Up =rpip + 27 Tip,0m Y, (3.155)

Como tanto as varidveis +/- como as variaveis fb sdo complexas conjugadas duas a

duas, s6 € necessario considerar duas equagdes. O modelo em grandezas +f sera assim:

+ L me
u F'sThs dy dt i
) S
- (3.156)
T I el i,
dt'.]ppa)m) Iy l"(dt'.]ppa)l’)’l)
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C.8. Modelo da maquina de indu¢do num referencial do campo girante

(fb.fb):
A
L b
Ug=rgig + dt +)0g Y Ug
f

f / Ay b

. . /
Up = r.ip + 27 T J(QpPpOMYy Uy =

b
b oAy
=rgig +_dts - jop Y (3.157)
b
b AV, b
ry lr+7'J(wR _Ppa)m) 7% (3.158)

Também neste caso, sdo necessarias apenas duas equagdes. As componentes b sao

complexas conjugadas de f. As componentes f correspondem as equagdes:

d .
f rstLs (g ti0R)

Exemplo 3.11 “Esquema

regime sinusoidal equilibrado”

equivalente da maquina de

d
M(E‘FCOR) f

©

(3.159)

d . d .
Mg +i(og ppom)] 1+ Ly [ Hi(@g -ppom)] LT

indug¢do em

Das equagdes 3.159 pode obter-se o esquema equivalente da magquina

de indugdo em regime sinusoidal

equilibrado. Com efeito, neste

referencial as derivadas das varidveis de estado em regime permanente

sdo nulas (ver exemplo 3.10).

por fazer d/dt=0.

Este facto traduz-se nas equagdes 3.159

Escrevendo (w-ppmm) em termos do escorregamento s isto &, fazendo

(u)-ppmm) = s

Substituindo na equagdo 3.159

segunda equagdo pelo escorregamento s,

I/l]; rg +j G)LS
uf -

_r joM

S

e

dividindo ambos os membros da
obtém-se:
joM f
ls
(3.160)
ro. /
S +_]er ll/'

Estas equag¢des traduzem o esquema equivalente da maquina de indugao

em regime permanente sinusoidal e equilibrado.

Exemplo 3.12

Gil Marques
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regime sinusoidal desequilibrado com componentes homopolares

nulas”

Considere-se uma maquina de indug¢do de rotor em curto-circuito em
regime sinusoidal desequilibrado. Para este estudo vamos partir do
modelo em varidveis +-/fb. Nestas varidveis a frequéncia das grandezas

do estator e das grandezas do rotor é igual a frequéncia da tensdo de
alimentacdo ®. As componentes simétricas instantdneas podem
escrever-se em termos das componentes de Fortescue. Com efeito, e
tomando apenas as componentes +/f (+ grandezas do estator, f grandezas
do rotor), tem-se:

1 (= 5 =*
u+= 3 (ﬁ ejmt + Ug e Jwt)
S

uf =0 (rotor em curto-circuito)
1 “+ ] =*

it - 7 Ig IOt I5 e jot)
1 _ . R

it 5 | If IOt | I? e 10

A partir das equagdes 3.156, tira-se:

e Seor | =* - d. -+ jor =X -3
(U; eJOt | Us e Jwt) = (rg+Lgzp) ( 1% IOt | Ig e jot)
d _ . _*_.
+ M g ( 1L IOt |, 7B -0t

a . ot =X -
0 = M(gc-Ipp®m) ( If IOt 15 e7I0L)

d ) — . 1L * 2
+|:rr+Lr(E‘Jpp0)m):|( 15 IOt TR TIon)

Como estas equagdes sdo lineares, pode utilizar-se o principio da

sobreposigdo para separar os termos em ejwt dos termos em e_Jmt.
Obtém-se:
—+ : T+, —f
Uy = (rg + jJoLg ) Ig+ jOM Iy
. -+ . Tt
e
—* —* —p *
Us = (rs - j(,l)Ls ) IS —j(,l)M Ir
__* Lk
0 = - j (0)+pp(0m) M Is + [ rr—j ((l)+pp(1)m) Lr] Ir

Estes dois conjuntos de equagdes sdo independentes. Estdo escritos
em termos das componentes de Fortescue.

Como
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O—ppy = swe O+ppOn = (2-8)®

Introduzindo nas equag¢des acima obtém-se:

Ul - (rg+joLg) Ig + joM IE (3.161a)

0 =9 oM Ig +(? +ijr)ﬁ§ (3.161b)

e

— . - . ~b

Us = (rg+joLg) Ig +jOM Ip (3.162a)
. - Ir . ~b

0 = joM Ig +|5-5 +JOLy | Ir (3.162b)

A estas equacgdes corresponde o esquema equivalente da figura 3.23.

ol joLeM)  joLeM) g T

., G ' 'a WY Yo 'o WL b B

l 3
|

%

— oo o

Fig 3.23 Esquema equivalente da maquina de indug@o em regime desequilibrado.
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Vectores espaciais.

Consideremos uma maquina de indugdo como a representada na figura 3.1. A

posicao do rotor ¢ representada pelo angulo 6. A coordenada de um ponto genérico P no
entreferro pode ser dada pelo angulo 65 no referencial do estator e pelo angulo 6;- no

referencial do rotor. Tem-se:

0, =6+ 0 (3.163)

No referencial do estator, admitindo distribui¢@o sinusoidal de condutores, a for¢a

magnetomotriz produzida pelos 3 enrolamentos do estator escreve-se:
2n 4n
Fm(QS,;) =NK, [il cos6, + ip COS(QS -—)+ i3 cos(@s -?)] (3.164)

Substituindo os termos em coseno pelos seus equivalentes em termos de
exponencial complexa e rearanjando, tem-se:

1[ Hqes( jem/3 j4n/3
Fm(QS,Z‘)=NKe§ e |i1tixe +iz¢€

Hes( -pm3 -jans
+e i1tire +ize (3.165)

Que ¢ a soma de duas grandezas complexas conjugadas. A expressao 3.165 pode

€SCrever-se:

1 -j@S ~ +j0s ~ %
Fin(0s,1)=NKe g [e iste g ] (3.166)
onde
~ j2m/3 j4m/3
ig=clittire +iz¢€ (3.167a)
~ % -j2m/3 -j4m/3
ig =cligtipre +ize (3.167b)

O vector iy é um vector proporcional a componente de sequéncia positiva
instantdnea e ¢ uma constante de normalizagdo. Este vector pode ser interpretado como
um vector espacial que representa uma distribui¢cdo de corrente sinusoidal no espaco.

Do mesmo modo se podem definir os mesmos vectores para a outras grandezas.
Naturalmente que nao € necessario trabalhar com o par de vectores das equacdes 3.167
pois este par ¢ complexo conjugado.

Assim, obtém-se:
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- jon/3 jan/3
us=c(u1+ upy € +uze ) (3.168a)
~ jon/3 jan/3
ir=C(i4+ ise€  tige ) (3.168b)
- jon/3 jan/3
Ur=c¢ (u4+ us € + ug € ) (3.168c¢)
- jon/3 jan/3
Ys=c¢ (l//1+ vae  tysze ) (3.168d)
- jon/3 jan/3
Wr=c (W4+ Wse  type ) (3.168e)

Podera definir-se também um vector espacial para representar grandezas internas

da maquina. Para a for¢a magnetomotriz, tem-se:

Fos =Ko Ng ig (3.1692)

For=Ke Ny iy (3.169b)

O campo de indugdo magnética pode ser obtido por:
B = % (ﬁms +F ) (3.170)

Em que g representa o entreferro.

Esta definicdo de vectores espaciais permite o conhecimento das grandezas
internas da maquina que ndo sdo normalmente conhecidas da teoria dos circuitos. Estes
vectores foram propostos em 1958 por Kovacs e Racs e tem sido objecto de muito
interesse nos ultimos anos. O valor da constante de normalizagdo mais utilizado é ¢=2/3.
Este valor tem a vantagem de fazer coincidir o valor de pico de uma grandeza de fase
com o modulo do respectivo vector espacial como se vera na proxima sec¢ao.

Em termos de vectores espaciais as equagdes da maquina ficam:

~

- di d{ o
g=ry iyt Ls—, +Ma(e’6ir) (3.171a)
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- di d -
Up=ryip+L, dt” +ME(e'J9 is) (3.171b)

O vector espacial pode ser interpretado como um vector que tem um modulo
proporcional a grandeza que representa e a sua localizagdo no plano de Argand, ou seja
0 seu argumento, representa a posi¢cdo no espago dessa grandeza em angulos eléctricos.

Este assunto sera visto de novo na secc¢ao seguinte.
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3. 11. Transformacao de dois eixos standard.

Além da transformacdo de Park de poténcia invariante ¢ também muito
frequentemente utilizada uma outra transformagdo que tem algumas propriedades
diferentes da transformagdo acima definida. E conhecida como transformagdo de Clarke

ou por transformacgao de dois eixos standard. Esta transformacao ¢ definida como:

!
Xa Xa
2, V3 43
==|0 — —— 3.172
S > R ( )
2 B D £
(2 2 2]
A transformacgao inversa ¢ determinada por:
1 0 1
X X
xa -1 ﬁ 1 xa (3.173)
b 2 2 P '
Xe 1 ﬁ 1 | X0
[ 2 2]
A matriz de transformagao ¢ assim:
1 0 1
|1 3 (3.174)
2 2
143

o
|

Esta transforma¢dao ¢ uma transformac¢iao de semelhanca. As tensdes, fluxos e
correntes sdo transformadas através da mesma matriz. Contudo, como R # QT , nao ¢

uma transformacdo ortogonal e a condicdo de invariancia de poténcia ndo esta
assegurada.

Num sistema trifasico, a poténcia p pode ser calculada por:
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la

p=lu, w, uli,|=UT=(UYTI=UT'TI (3.175)

le

O produto de T'T da:

1 I 17T A
I —= —= 30 0
2 2 1 0 1] |2
0 ﬁ —ﬁ 1 ﬁ 1|=[0 3 0 (3.176)
2 2 2 2 2
1 1 1 1 V3 . 0 0 3
! Itz 2 J1L |
Isto significa que, em termos das novas variaveis, se devera ter:
p =2 (ugiy +ugip +2u,i,) (3.177)
2
Quando a componente homopolar for nula ter-se-a:
3
=—\ugyi, tugi 3.178
pP=7 ( alo tug [3) ( )

3 ~ e
O factor 5 afecta agora o produto das tensdes e correntes nas novas varidveis.

Como a velocidade ndo € alterada, o mesmo factor afectara também o binario. Assim

ter-se-a:
M,,==Wx] (3.179)

Os valores dos parametros, como as resisténcias, as indutancias virdo inalterados

pois as tensdes e as correntes sao transformadas utilizando a mesma matriz.
Propriedades da transformacio de Clarke
A transformagdo de Clarke goza de algumas propriedades semelhantes a de
Concordia. Assim mantém-se as propriedades:

1. Existe desacoplamento entre as grandezas of3 e o

2. A matriz é uma matriz de constantes.
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Quando a componente homopolar for nula, isto é, quando X, + X, + X, =0,

tem-se:

X, zg[xa —%(Xb+Xc)]:Xa (3.180)

3 (3.181)

As grandezas x,, sdo iguais as grandezas de fase e as grandezas xp, a parte o factor
3, sdo iguais as grandezas compostas.
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3.12 Vectores espaciais

1. Definicao

Os vectores espaciais, introduzidos em 1958 por Kovacs e Racks da Universidade
Técnica de Budapeste sdo hoje uma ferramenta muito utilizada no estudo e controlo das

maquinas eléctricas. Estes sdo definidos como:

¥=xq+ jugp (3.182)

A partir das grandezas de fase tem-se:

fZE(xa_lxb_lxc)"'j%[ﬁxb_ﬁxc] (3.183)

3 2 2 3

Rearranjando, tem-se:

~_ 2 1 .43 I .~3
x=§|:xa+[—E+J§}b+[_E_J§}c:| (3.184)

definindo:
2r
I~ 1 3
Ga=e¢ 3 =——+j— 3.185
SIS ( )
tem-se:
X = %(xa +ax, +c_12xc) (3.186)

2. Interpretacio geométrica

A figura 3.23 representa um vector espacial colocado no plano de Argand no
ponto P. As suas componentes & e 3 podem ser obtidas pelas projecgdes no eixos o e 8
respectivamente. Do mesmo modo se encontram representados os eixos 1, 2 e 3. As

componentes das fases podem também ser obtidas pelas projec¢des nos eixos 1, 2 e 3.
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Xo X1
X2

Fig.3.23. Vector espacial no plano de Argand.

Assim, os valores de X, Xpg bem como de X,, X, ¢ X, sdo obtidos pela
projeccao do vector no eixo respectivo.

3. Rotacao de referencial

Consideremos um vector espacial no referencial o8 representado na figura 3.24.

q xp d

Fig. 3.24. Mudanga de referencial no plano de Argand.

No referencial o3 , em coordenadas polares, o vector espacial escreve-se:
~ _ . _ jg
Xof =Xo T JXB = |x|e (3.187)

No referencial dg o mesmo vector escreve-se:
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Xdqg =Xq + JXq :|x|ej(£_p) =)7aﬁe_jp (3.188)
Donde se tem como transformagao

Sop =€ Xy, (3.189)

A transformacgao inversa ¢ simplesmente:

Fgg=e " Fop (3.190)

4. Modelo de maquina de inducio utilizando vectores espaciais.

Num referencial genérico que rode a velocidade p = wp o modelo da maquina de

induc¢do ¢ dado pelas equagdes 3.110.

Fazendo:
Ug = Uy + Jugs iy =igs + Jigs 1/7S =Wy + jWys (3.191)
Uy =gy + gy b =ig i W =Wat Wy (3.192)

e multiplicando equagdo(3.110b) por j e adicionando a equacao(3.110a) tem-se:

~

Ys

>+ jorT (3.193)

~

Ug =Tl +

Fazendo as mesmas operagdes para as equacgdes do rotor, tem-se também:

4y,
dt

~

U, =r.i,. +

+ j( @R ~ P OV, (3.194)
A relagdo entre os fluxos e as correntes serd simplesmente:
Wy = Lyis + Mi, (3.195)
W, = Mig +L,i, (3.196)

Atendendo que ndo se definem produtos externos no plano de Argand, o binario

sera dado por:

3 ~ ¥
Men =3Py Im<l//szs > (3.197)
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A simplicidade destas equagdes permite algum tratamento analitico que seria

dificil de executar com outros modelos.

Exemplo 3.13 Modelo de maquina de indug¢do no referencial do

estator e no referencial genérico.

Atendendo as equagdes, o modelo de médquina de indugdo no

referencial do estator sera:

- ~  dy
Ug = rSiS +—WS (3 198)
~ ~ dy, . -
U, =r..+ :Z’" —JPp OV, (3.199)
Num referencial genérico tem-se:
op =e/P%y, (3.200)

Onde p é o dngulo da transformagdo. Substituindo nas equag¢des, tem-

se para o estator:

. o~ dJ 5. 1
e/Piig, = re/Piy, + o {efpyqu | (3.201)
. N . _dp
desenvolvendo, e tendo em atengdo que por definigdo W@p ::p==-2;:
. - . Ay
ejpﬁdq = r,e/P igq + jpejplﬁdq +elP 214 (3.202)

dt

Eliminando o elemento e’ que & comum aos dois termos de equacio,

obtém-se:

dy

~ ~ d e~
ggs = Tylgg + 7q + PV 4, (3.203)
Para o rotor obter-se-a:
~ ~ dlr’d . ~
T =rszs+7q+](a)R — 0 Vs (3.204)
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Esquema equivalente da maquina de inducio:

Tal como se fez para as componentes fb também ¢é facil obter um esquema
equivalente para a maquina de inducdo utilizando vectores espaciais. Os célculos sdo
semelhantes. A relagdo entre os fluxos e as correntes pode por-se na forma de um
esquema equivalente em T.

Para isso tem-se:

iS LS-M Lr'M i}"
PIYY YY)\ &
d, § w av,

Fig. 3.25. Esquema equivalente representando a relacdo entre os fluxos e as correntes na maquina de
indugao.

No referencial do estator, a introdu¢do das equagdes da origem a:

N N
_D—’_NY\_—W—D_O_
i | 4w, %M vy 7

Fig 3.26. Esquema equivalente em regime dinamico.

Em regime permanente as grandezas do estator tém frequéncia w, enquanto que as
grandezas do rotor tém frequéncias @,. Como se estd a trabalhar num referencial comum
ao estator e ao rotor, estas grandezas vistas do mesmo referencial terdo frequéncias

iguais. Considerando o referencial do estator, tem-se:

%, = [ |e/@st+0s) Z 5 o0t (3.205)
%, =[x, |e/@s+0r) = 5 o005t (3.206)
As equacdes ficardo:
it,e/ Vst = i e/Os! 4 jo 7 el st (3.207)
i,/ = 1i /! 4 jo 7,/ - pw, 7! Os! (3.208)
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Eliminando os termos exponenciais,
U, =7, + jO, (3.209)
U, =1, + jogy, =D p0n¥, (3.210)

Dividindo ambos os termos da segunda equag¢do pelo escorregamento s, tem-se:

Ug = Iyl + jOY (3.211)
m .

—= =i, + jogy,

s (3.212)

E o esquema equivalente um regime estaciondrio sera:

ro by joLeM) jol-M) ;TS
r

T WG ' 'g WY, 'a Yo WPR B TN

= § . u.ls
s joM

<

3.27. Esquema equivalente da maquina de indugao.

Este € o esquema equivalente classico de maquina de indugao.
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Anexo 1: “ Visualizacdo dos coeficientes de indu¢ao de uma
maquina eléctrica”.

A visualizacdo da forma de onda dos coeficientes ¢ possivel para o caso dos
coeficientes de indu¢ao mutua e dos coeficientes de inducao propria. Para este efeito, a
maquina encontra-se a rodar a uma determinada velocidade.

Este método utiliza uma fonte de corrente continua que devera impor uma corrente
continua constante apesar da variagao possivel que o coeficiente e indugdo propria deva
sofrer.

O fluxo num determinado enrolamento ¢ obtido pela integracdo no tempo da
tensao induzida no enrolamento referido. Sendo um coeficiente de indu¢ao uma relagao
entre um fluxo ¢ uma corrente, e sendo a corrente constante, a variagao do coeficiente de
indugdo ao longo do tempo serd dada pela variagao do fluxo também ao longo do tempo.
Como a velocidade ¢ constante a posi¢ao ¢ uma fun¢do linear do tempo. Assim, uma
variacao no tempo ¢ também uma varia¢ao na posi¢ao.

Para a visualizacao de um coeficiente de indu¢ao mutua entre dois enrolamentos, ¢
injectada uma corrente continua num dos dois enrolamentos e ¢ visualizada num
osciloscopio a forma de onda da tensdo induzida no outro enrolamentos depois de
integrada no tempo.

Para a visualizacdo de um coeficiente de indugdo propria num enrolamento, ¢
injectada uma corrente continua nesse enrolamento e ¢ visualizada num osciloscopio a
forma de onda da tensao induzida no mesmo enrolamento depois de integrada no tempo.

Este processo s6 permite visualizar o andamento dos coeficientes de inducao. Nao
permite determinar o valor médio destes coeficientes nem as componentes homopolares

associadas ao rotor da maquina de indugao de rotor bobinado.
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Anexo 2: “Aplicacdo da Transformacio de Concordia a
Maquina Sincrona”

Transformagao abc — a, f3, 0.

A matriz dos coeficientes de inducdo sera:

[ cT 0 ] { Lee Mef } [ C 0 ] CTLeec CTMef
0o 1 Meg® Lf o 1 MegT € Lg
Onde C ¢ a matriz de transformacado de Concordia.

1. Caélculo do termo C'L,.C

1> Lo L
2 72 NG
Li1 M12Mi13
: 2 WERRVE 2| 1a3 1
CL.Cc=1/3| °53 3 Mi2 L22 M23 3| 223
111 [LFsHes tes FRERY
24/2 2 2 242
101 1 3 1
) L11-7(M12+M13) l2£(1"112-1"113) \/—E(L11+M12+M13)
2 3 3 1 3 1
cL.c =3 0 32E -5 M12-75 (L22+M23) l2£(T422-1"123) \/_E(M12+L22+M23)
1 1 1 1 3 1
NCENCENE M13-7 (M23+L33) £(M23-L33) 5 (M13+M23+L33)
A2 2 42 2 2 \2
Donde:
27 1 1 1 1 1 1 1 1
Loo = 3 [L11 -3M12 -3M13 -3Mi2 +7Lo2 +7M23 -3Mi13 +,M23 +7L33
2 [43 3 3 3 3 3
top = 3 [Drmo Fus Proz By oy Fras
2 [\3 3 3 3 3 3

2 3
IBB = 3 7 [L22 - M23 - M23 + L33]

Simplificando, obtém-se:

2 1 1 L
Loo = 3 |L11 +zL22 +7033 -M13 -Mi2 +3M23
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11 1
Lop = \/—3 [§L33 -5L22 +M12 —M13]

1
Lpp = 3 [L22 + L33z - 2 M23]

Substituindo pelas expressdes 3.7 e 3.8 desprezando a 4°

harménica, obtém-se:

A. Coeficiente de auto-indugdo do enrolamento a

2 1 1 1
Loga = 3 |La + Lp cos20 + 7 La + 3 Lp cos203 + 7 Lg +

1 1 1
7 Lp cos20 - Mg -Mpcos203-Mg-Mpcos203+5 Mg+3 Mpcos20

2 13 3 1 1
= 5‘{ELa—EMa+Lb[COSZG+Z(c08293+cos262)]—Mb[c08293+cos262—5 coszﬁ]}

como cos203 + cos20y = -cos20

2 3 2 3
La-Mg + 3 Lp 7z cos26 + 3 Mp 7 cos28

LO(O(

Loo.

(La-M3) +(%? + Mb) cos20

B. Coeficiente de indug8o mitua off
1 1 1 1 1
Lop = qﬁ' 5Lat5Lpcos202-3Lg-51Lpc0s203+Mg +Mpcos282 -Mg -Mpcos263

1 J1
= qﬁ'[ﬁLb(cos292-c03263)+Mb(cos262-c03293)]

como cos 203 - cos203 = /3 sen20
1
Lgp = |3 Lb + Mp | sen20
C. Coeficiente de auto-indug8o do enrolamento f§

1
Lgg = 3 [ La+Lpcos203+Lg+Lpcos203-2Mg -2Mpcos20]

Lb
= Lg - Mg + — (cos283 + cos283) -Mpcos20

=2 0
LBB=(La + Ma) -|3 + Mp | cos2
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D. Calculo dos termos homopolares

2 1
Loo = 3 3 [L11+M12+M13+M12+L22+M23+M13+Mp23+L33]

1
=3 [L11+L22+L33+2M12+2M13+2M23 ]
2 1 L 1 L L L 1
Loo = 3 \/_5 L11+M12+M13-5M12-3L22-5M23-5M13-5M23-5133

2 1 1 L L
= 73 |L11-3L22-3L33+3M12+3M13-M23

2
Lgo = 3 3 5 [Mi2 + Loz + M3 - M13 -Ma3 - L33]

G [L22 - L33 + M2 - M13]
Execugdo dos cdlculos dos termos homopolares
1
Loo = 3 (Lag + Lpcos20 + Lg + Lpcos203 + La + Lpcos262

+ 2Mgz + 2Mpcos20y + 2Mgz + 2Mpcos20 + 2Mg + 2Mpcos263)

LOO La + 2Ma
72 1 1 1 1 1
Lao = "3 (Lag + Lpcos20 -5Lg -3Lpcos203 -3Lg -3;Lpcos262 +5My
1 1 1 1
+5Mg +5Mpcos26 +5Mg +3;Mpcos263 - Ma -Mpcos20)
\z ) )
= 73 |Lb [cos28 -7 [cos203+cos202] |Mp |cos26 -5 [cos203+cos26)]
3

V2 [3 3
= 5Lp cos20 - Mp 5 cos26

(Lb - Mp) cos20

[
8
S

2

1
Lpo = \/_E [ Lag+Lpcos203-Lg-Lpcos205+Mg+Mpcos20, -Mg -Mpcos203 ]

(-Lp /3 sen20 + Mp /3 sen20)

=

@]

I
S
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1
Lgo = _\/_E (Lp - Mp) sen20

2. Coeficiente de inducio mitua entre estator e rotor.

Calculo de CTMef

1
cosd cosB-7 (cosB3+cosh2)

i 1
20 T2
325 _325 Mp | cos63 :\/% Mp \3
11
NE

3 (cosB3—cosb?)
NG cosBy 0

Exercicios de revisao

I

a) Mostre que qualquer transformacdo de poténcia invariante, real, de 2x2,
ortogonal, deve ser da forma:

X -y
C= onde x2 +y2=1
y X

ou a sua transposta.

A sua resposta devera consistir em duas partes: primeiro mostrando que a
transformagdo acima mencionada tem as condigdes requeridas, segundo

mostrando que mais nenhuma transformagao obedece a tais condigoes.

b) No caso especial da equacao matricial

d
E = (L)

onde
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el i
E= I=
e 1o
[ 1+2senBcos®  sen?B-cos20 ]
sen20-cos20  1-2senBcosH
Faga a transformagao real de poténcia invariante
CE'=E CI'=1
e'l i' cos® -send
E'= r=| C=
e i sen® cosO

para obter a nova equacdo

onde

dv U
E=LdtI+BI

determine L' ¢ B'

II

Uma maquina de polos lisos ¢ descrita em coordenadas o8 no estator e dg no

rotor, através das equacoes:

r—uas—w r—rs 0 0 0 Vr: -~ ,_LSOMO_, — —

los los
ugs 0 s 0 0 igs 0 Lg 0 M igs

udr 0 M6 Ir Lre 1 dr M 0 LI' 0 dt ldr

L_uqr_‘ - -M6 0 -Lre Ir _J n—iqr_J - 0 M O Lr _ __iqr_J

Deseja fazer-se uma mudanca de referencial e escrever as equagdes da mesma
maquina num novo referencial, designado por /2.fb, que € relacionado com o referencial

anterior através de:

UoBdg=AUI2,fb Lofdg=AL12,fb
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onde:

>
I
S~
ja)
ja)
[
[

L o0 0 4 j

a) Calcular, através de operagdes matriciais, os elementos das novas matrizes das

impedancias em termos dos elementos das matrizes originais.

l.a

1.b

2.a

2b

3a

3b

b) Calcule uma nova expressao do bindrio em termos das novas grandezas.

111
Considere uma maquina assincrona em coordenadas o f3.
Obtenha um novo modelo fazendo uma transformacao das grandezas do rotor para
o referencial do estator.
Qual a frequéncia, em regime permanente das novas variaveis que representam o

rotor ?

Obtenha um segundo modelo fazendo uma transformagdo de grandezas do estator

para o referencial do rotor.

Qual a frequéncia, em regime permanente, das novas varidveis que representam o

rotor ?

Obtenha um terceiro modelo fazendo uma transformacao de grandezas do estator e
uma outra transformacao de grandezas do rotor para um referencial sincrono com

0 campo girante.

Qual as frequéncias, em regime permanente, das novas varidveis que representam

o0 estator e o rotor ?

Determine a expressao do bindrio para cada um dos 3 modelos que determinou.

1A%

Magquina assincrona monofasica

Considere uma maquina eléctrica rotativa de polos lisos. Esta maquina tem um
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enrolamento monofasico sinusoidalmente distribuido no estator cujo coeficiente de
auto-induc¢do ¢ 0,1H. A sua resisténcia ¢ 0,5Q. O rotor ¢ constituido por uma gaiola de
esquilo com 21 barras enviesadas. Com a maquina parada, o coeficiente de indugao
visto do estator ¢ 0,01H e a resisténcia equivalente igual a 1CQ.

1. [Estabeleca um modelo matematico para esta maquina. Determine os valores
dos parametros que nele figuram.

Sugestdo: Considere a gaiola de esquilo do rotor equivalente a dois enrolamentos
em quadratura sinusoidalmente distribuidos e em curto-circuito.

2. Faca uma mudanga de varidveis no rotor de modo a que a frequéncia das
correntes deste seja igual a frequéncia das correntes do estator. Obtenha o
novo modelo matematico. (Equagdes eléctricas e equacdes do binario).

3. Qual a frequéncia das correntes do rotor em func¢do da velocidade ?

O enrolamento do estator encontra-se alimentado em corrente continua.
4.1 - Determine o modelo da maquina em regime permanente.
4.2 - Qual a relacdo entre o binario e a corrente de excitacao ?
5. O enrolamento do estator encontra-se alimentado em corrente alternada.
5.1 - Determine o modelo da maquina em regime permanente.
5.2 - Qual o valor da impedancia complexa vista do estator
5.3 - Qual a relacdo entre o binario ¢ a corrente no estator em fungdo da
velocidade.

5.4 - Determine a caracteristica electromecanica da maquina.

v

Estudo do transformador trifasico utilizando a teoria dos circuitos.

A relagdo entre os fluxos ligados e as correntes de um transformador trifasico pode

ser escrita na forma:

1] [ Lip M Mg My Mg Mg T[]
¥ Mip Lip Mjp Mg M, Mg i
3 Mg Mpp Lip Mg Mg M, 13
721 B M, Mg Mg L My Mp ig
Vs Mg Mp Mg My Lxp Mp is

Lwed L My Mg M, Mp Mxn Ly Jlis

a) Quais as simplificacdes que estdo assumidas neste modelo ?
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b) Aplicando a transformag¢do de Concordia, determine um novo modelo para esta

maquina. Comente.

c) A partir dos resultados da alinea b) determine um modelo vélido para o estudo do
regime transitorio. Como determinaria experimentalmente os pardmetros que
figuram neste modelo. Admita que este transformador se encontra ligado em
estrela/triangulo.

VI

O estudo do regime transitorio das maquinas eléctricas ¢ realizado utilizando
sistemas de equacgdes diferenciais. Estes sistemas podem tomar formas extremamente
complexas quando se utilizam como varidveis de estado as correntes nos enrolamentos.
Com o objectivo da simplificagdo das equacdes utilizam-se métodos que se baseiam em
mudancas de variaveis.

Faga uma exposi¢do destes métodos indicando, quando possivel, a interpretacao
fisica das varias operagdes que se efectuam. Para ilustrar a sua exposi¢do utilize, a sua
escolha, uma maquina sincrona ou uma maquina assincrona. Refira-se as diferentes

frequéncias que se podem encontrar nos varios modelos e nas diversas variaveis.

VII

Um rotor cilindrico uma maquina de corrente continua ¢ colocado no interior de um
estator também cilindrico sem enrolamentos. Este estator serve apenas para completar
um caminho de baixa relutancia para o circuito magnético. Sobre o colector deste rotor
encontram-se dois pares de escovas como se representam na figura. Entre duas escovas

opostas definem-se a resisténcia R; e a indutancia L.
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-~

Id

vd

iq

T

Vq

Considere que os angulos sao medidos segundo o sentido positivo trigonométrico e

que o eixo ¢ se encontra em quadratura e em avanco em relacdo ao eixo d. Considere

também que a maquina roda no sentido positivo.

a)

Escreva as relagdes entre as tensdes e as correntes que determinam o
comportamento transitorio desta maquina utilizando o sistema de varidveis dg, e
mostre em detalhe como transformar estas relagdes num conjunto equivalente em
variaveis complexas fb. Qual € o bindrio electromagnético desenvolvido por esta

maquina?

b) Considere velocidade constante e regime DC em regime permanente. E aplicada

uma tensao constante sobre as escovas que se encontram alinhadas com o eixo q.
As escovas que se encontram alinhadas com o eixo d encontram-se ligadas a
uma resisténcia de carga varidvel. Desprezando as quedas de tensdo resistivas
comparadas com as quedas de tensao de velocidade, calcule a corrente na
resisténcia de carga. Descreva numa frase a caracteristica deste modo de
operagado. (utilize variaveis dq).

Considere velocidade constante € o regime permanente sinusoidal. Encontra-se
aplicado as escovas um conjunto de tensdes dado por:

vi= Vm cOS ot Vq=Vm sen ot

Obtenha as relagdes de regime permanente entre as tensdes € as correntes expressas

na notagdo complexa convencional utilizada normalmente para representar

grandezas sinusoidais. Como poderd compensar a poténcia reactiva com este

sistema?

VIII

Pretende-se estudar um servomotor bifasico e bipolar que se encontra

esquematizado na figura. As constantes sdo:
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R=60Q o(Ls-Liy)=230Q oL,=385Q
R=450Q o(L,-L,)=85Q 0=271400 rad/s
Ic
> 5 N
(@]
Ve ("u
¢ (0 o
(o]
Ir
Vr

a) Determine um modelo matematico para o estudo deste servomotor.

b) Calcule o binario médio em regime permanente em Nm para uma velocidade
de 6000 rpm e uma tensdo aplicada de 230V (valor eficaz) da fase de
referéncia (V;) e 115V (valor eficaz) na fase de controlo (V.) estando estas
duas formas de onda em quadratura.

c) Para uma velocidade de 6000 rpm calcule o binirio médio de regime
permanente desenvolvido quando o interruptor se encontra aberto e a fase de

referéncia tem 230V aplicados.
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Capitulo 4

Modelizacao de sistemas electromecanicos com
comutacao

Neste capitulo apresenta-se a modelizacdo de sistemas electromecanicos com
comutacdo. Para isso utiliza-se como ferramenta fundamental a teoria da transformacgao

de Park. Esta ¢ baseada nas equacgdes 4.1.

. dl//d
Ug =7r,lg +—dt _a)RWq

=r,l +dﬁ+a) 74
dt RY d

(4.1)

Ug =Talq

A técnica utilizada consiste em escolher o referencial que esteja associado a
corrente.

Apresentam-se em pormenor dois casos: a maquina de corrente continua de
colector e a geratriz de rectificacdo. Nas maquinas de corrente continua com comutacao
mecanica, realizada com um comutador, este referencial é coincidente com o estator.
Neste caso os condutores do rotor estdio em movimento e as correntes estao
estaciondrias sendo a sua posi¢ao determinada pela localizagcdo das escovas que se
encontram sobre o comutador ou colector. Nas geratrizes de rectificagdo tem-se
comutacdo electronica. A modelizagdo ¢ feita utilizando-se um referencial em
movimento coincidente com a corrente. Em ambos os casos, devido a comutagdo, os
condutores € o campo criado deslocam-se a velocidades diferentes. Em vez da teoria de
Park, para o mesmo fim, poderia utilizar-se alternativamente a teoria dos contactos
deslizantes estabelecida pelo Prof. Garrido nos anos 70. Embora as expressoes

matematicas usadas neste capitulo tenham a sua origem na teoria de Park, os conceitos e
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a sua aplicacdo resultam da teoria dos contactos deslizantes. Utiliza-se esta estratégia
pois daqui resulta uma simplificagdo matematica consideravel.

Na teoria dos contactos deslizantes distinguem-se dois tipos de circuitos: os
circuitos do tipo filiforme, caracterizados por auséncia de comutagdo e que obedecem a
lei geral de indugdo, e os circuitos de comutagdo ou de contactos deslizantes. Nestes
circuitos a corrente ¢ a matéria que serve de suporte fisico para ela, ndo se deslocam &
mesma velocidade. Isto € possivel pelo facto de haver comutacdo. Para este tipo de
circuitos o Prof. M. S. Garrido estabeleceu uma equacao de equilibrio de tensdes. Para
se obter um modelo matematico de um determinado sistema electromecanico ¢
necessario escrever a equacao dos contactos deslizantes e uma equagao que determine a
posicao das correntes, ou das escovas ficticias que as determinam. Estas duas equagdes

sao equivalentes as equacgdes 4.1.

4.1. Modelizacdo da Maquina de Corrente Continua com
polos de comutacio e enrolamentos de compensac¢io

A figura 4.1 apresenta um esquema em corte de uma maquina de corrente continua
com um par de pélos. O colector ndo esta representado, mas pressupde-se que o seu
funcionamento provoca uma distribui¢do fixa no espago de correntes no rotor apesar

deste rodar a uma velocidade qualquer que designaremos por .

s %@
S

a) Esquema em corte b) Representacdo de circuitos

Fig. 4.1 Esquema em corte da maquina DC com um par de polos
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As escovas estdo fixas no espago devido as caracteristicas de constru¢do da
maquina. No referencial adoptado, figura 4.1, as escovas encontram-se sobre 0 €ixo g.

Os enrolamentos fundamentais neste tipo de maquina sdo o enrolamento de campo
(que representaremos pela letra f) do tipo filiforme, e o enrolamento do induzido (letra
a) do tipo de comutagdo. Os enrolamentos de compensacdo (letra b) sdo do tipo
filiforme e destinam-se a compensar a reaccdo magnética do induzido traduzida pela

deformagdo da onda de F.mm. ao longo da periferia. Os enrolamentos de comutagio

(letra ¢) sdo do tipo filiforme e destinam-se a compensar o deslocamento da linha neutra

a medida que a corrente i, sobe, e a evitar que esta se afaste da posi¢do das escovas

provocando mau funcionamento do colector. Estes dois enrolamentos sdo percorridos

pela corrente do induzido i,,.

Para a modelizacao desta maquina vamos escrever a matriz dos coeficientes de
indu¢do considerando que cada um dos 4 enrolamentos ¢ percorrido por uma corrente

diferente. Assim:

ir- corrente de excitagdo
i - corrente de comutagao
ip - corrente de compensagao

i, - corrente no induzido

A colocagdo dos enrolamentos ¢, b € a em série obtém-se fazendo i.=ip=i, €
somando as tensdes respectivas. Obter-se-d0 as equacdes de equilibrio eléctrico da
maquina.

A figura 4.1b mostra a posic¢ao relativa dos 4 circuitos referidos.

Para a modeliza¢do do circuito do induzido, visto que os condutores rodam a
velocidade @,, € que o campo criado pelas correntes que os atravessam ¢ estaciondrio,
considera-se que o efeito do colector e escovas corresponde a uma transformagdo de
rotagdo de referencial

Considere-se assim a figura 4.2 onde os enrolamentos do rotor sdo substituidos

por um par de enrolamentos o equivalentes.
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Figura 4.2. Representagdo dos enrolamentos do rotor por um par o equivalente.

Fazendo uma transformag@o rotagdo de referencial aos enrolamentos o3 de angulo
de transformacdo p=-0, o enrolamento « vai ficar alinhado com o eixo d e o

enrolamento f vai ficar alinhado com o eixo g. O colector impde as condigdes:

i;~0 =g (4.2)
Donde:
Uy =%+wqu )
o dyy '
Uy ="rglg +7_wml//d

Onde os fluxos y; e Y, séo os fluxos ligados com os enrolamentos d e g.

Como o rotor € cilindrico, os termos de indutidncia mutua entre circuitos em
quadratura sdo nulos. Considerando que as escovas estdo situadas num angulo igual a
1/2 em relagdo ao enrolamento de excitacdo, obtém-se para a matriz dos coeficientes de
indugao:

'_ll/fﬂ [ Ly -M 0 0 0 i

vl | M, o o o ||i
v. |4 0O O L. My, Mg, I (4.4)
v 0 0 My, L, My, ip

|V, L 0 0 Mca Mba L h—ia—i

a —
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O coeficiente de indu¢do mutua entre f'e d ¢ negativo e ¢ igual a —M. Este facto
pode ser facilmente visto quando se rodar as escovas de -90°. Os enrolamentos d e de f

estdo enrolados do modo a criarem campos que de subtraem, ver figura 4.3.

Figura 4.3: Rotagdo das escovas de —90°. Mutua entre o eixo d e f.

As equagdes do equilibrio das tensdes relativas aos circuitos f, ¢ e b sdo escritas no

referencial do estator ndo necessitando de nenhuma transformacao. Assim, tem-se:

. dwf
uf—l”flf'+7
. dyy
e A ad 1 4.5
up plp dt ( )
dy,

Uy ="l +_dt

Obtenc¢ao do modelo da maquina de corrente continua

Como os enrolamentos de comutacdo ¢ compensagdo estdo em série com o
circuito do induzido:
(o=ip=iy) 5 (y=rgtretry e (W=u,+up+uc) (4.6)

Utilizando as equagdes 4.3 a 4.5, vem:

Y (4.7)
L= -+ .
ST TR,
u, =ri, +L dli+a) Mi (4.8)
t —tta t dt mtef :

Com:
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L;= (LgtLytLo)2(Mpo+Moq+Mpg,) 4.9)

As equacdes 4.7 a 4.9 traduzem o comportamento eléctrico da maquina DC.
A equagao do binario fica:
M gy ==Y, X1y ==Y yiy = Mi i, (4.10)

As equagdes 4.7 a 4.9 bem como a equagao do binario 4.10 constituem o modelo

da maquina DC normalmente utilizado no estudo dos regimes transitorios.

Exemplo 4.1 “Modelizagdo do transformador Metadinico”

O transformador metadinico consiste num enrolamento induzido
colocado no rotor, com dois pares de escovas em quadratura no espago
como se mostra na figura 4.4. Ndo existem enrolamentos no estator e a
maguina pode ser considerada como tendo entreferro constante.
Desprezam-se também os efeitos da saturagdo magnética. Embora nao
sendo verdade, ©para simplificar os célculos, considere gque os
enrolamentos sdo sinusoidalmente distribuidos.

-
1

\\V

Fig. 4.4: esquema do transformador metadinico.
O induzido é accionado a velocidade constante ®,. A tensdo Ug
aplicada ao eixo em quadratura é constante. Ao eixo d (designado por
eixo directo) é aplicada uma carga resistiva Rp,.

Fazendo as simplificag¢des que achar necessirias:

a) Determinar as expressdes dos coeficientes de indugdo dos dois
circuitos.

b) Determinar as equac¢des eléctricas relacionadas com os eixos d
e g.

c) Determinar a expressdo do bindrio em fungdo das correntes.

d) Determinar o modelo de estado do sistema.

e) Determinar as expressdes de regime permanente. Calcular Ig e
Ig em fungdo de Ry e Ug.

f) Comente a afirmagdo “O transformador metadinico comporta-se
como uma fonte de corrente constante (independente de Rp)”.
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g) Quais as consequéncias de um curto-circuito na carga? E de um
circuito aberto?
h) Fag¢a o balango energético do sistema.

Sugestdo para as alineas f, g, h: Fazer um pré-calculo
simplificado considerando a resisténcia do induzido nula.

Resolugédo.

a)Como o entreferro é liso, os coeficientes de auto-indug¢do sao
constantes e os coeficientes de indug¢do mitua sdo fungdes do
coseno do dngulo definido entre os eixos dos dois enrolamentos

Assim, tem-se
Lg = Lg = cte = Lg

b) Ambos os circuitos sdo circuitos de comutagdo. Aplicando as
equagdes 4.1 e as consideragdes deitas na secgdo anterior com

um dngulo de transformagdo p=-0, tem-se:

d
+OnYg

ug =rgig +
r,i +qu LW

Ug = X5l —_— =
q atqg at m¥Yd

Estando as escovas colocadas em quadratura, a relagdo entre os
fluxos e as correntes sera:

vd [ Ly O ] ig
Que introduzindo nas equac¢des fundamentais, tem-se:

dig
ra ig + La 3¢ + Om La iqg e ug = - Rg ig

ud
di

Uq=raiq+Laﬁ—0)[nLaid

c) O binédrio serd dado por:

Mg = —l[?r Xi, = —l[/diq +l[/qid = _Laidiq +Lai id =0

Destas equac¢ldes pode concluir-se que o bindrio serd sempre nulo.
Este resultado deve-se ao facto de ndo existir interacgdo entre o
estator e o rotor. Note-se gque ndo existem enrolamentos no estator e o
sistema ndo exibe saliéncia magnética.

d) A equacgdo do equilibrio mecédnico sera:

dony
Mem=0 J? =O—MC
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Sendo o bindrio de carga nulo a velocidade é constante.
Para se obter o modelo de estado deve-se acrescentar as equagdes
do equilibrio eléctrico. Ou seja:
. dig )
0 = (rg +Rp)id + La 3¢ + Om La iqg

. dig .
Ug = ra ig + La gt - Om Ly 1g

e) Em regime permanente as derivadas em ordem ao tempo sdo nulas.

Assim:
Oy = cte

Resolvendo o sistema obtém-se:

I Om La U
da = rag (rg + Rp) + wmz La2 q
rg + Rp,
Ig = U
f) Para esta alinea fazemos Ry, >> ¥z ou seja rg = 0 tem-se:

d=-"5_ 5 = - -

RL, Ry Iag
Iqg = ——5—5 U = - —
q (sz La2 q (Dm La

Note-se que a corrente Ig ndo depende da resisténcia Rjp,. Esta
corrente & proporcional a tensdo no eixo em quadratura Ug e

inversamente proporcional a velocidade de rotagdo. Assim, a
afirmagdo de que esta maquina se comporta como uma fonte de
corrente é valida quando se puder desprezar as resisténcias
prdprias dos enrolamentos da maquina.

g. Curto-circuito

Se Rr=0, a corrente mna carga 1g mantém-se constante. A

corrente no eixo g tende para zero. Assim, o curto-circuito na
carga ndo traz problemas de sobre-intensidades na maquina.

Circuito aberto

Se R~ em vez de ig=cte temos ig=0. A tensdo Ug tende para
(o, Lg Uq)/ra que pode tomar um valor elevado. Por sua vez

tem-se também Iq=Uq/ra. Assim, o circuito aberto no eixo d vai
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provocar sobrecarga de corrente no eixo g e uma sobre-tensdo
no eixo d.

h) A poténcia entregue pela fonte de tensdo Ug sera:

g

P = U I =
d 4 -4 ra(rg+R1,) + wm2 La2

~

A poténcia entregue a carga Ry, sera:

R[, Op® La? U 2
gq

2
Pg = Ry, I =
d Lood (ralra+Ry) + op? Ly2) 2

A expressdo de Pgq pode pbr-se na forma:

(ra+Ry) [ra(ra+Rp) +om? La?l 5

(ralra+Ry) + og? Ly?) 2 d

Pg

2
(rag+Rp) "ra + wm2 Laz(ra+RL) U 2

2
_ = vy I - Ly Igq I
(ral(ra+Bp) + og2 Ly2) 2 4 ~ fa-a 7 Omtatqd

A expressdo de P4 pode pbr-se na forma:

Pg = - Op Ly Ig Ig - ra Ig?
Assim tem-se:

Da poténcia entregue pelo eixo g parte sdo perdas no circuito
ran2 e a restante é transmitida ao outro eixo. Desta poténcia

(-0OmLaIgIg) arte & erdida nos circuitos, r5I 2 e a restante é
mbaligld) P p aid

entregue a carga.

Exemplo 4.2 “Modelizagdo do Metadinamo”

O Metadinamo simples & <constituido por um enrolamento de
excitagdo colocado no estator e por um enrolamento do induzido. Sobre
o colector do induzido encontram-se dois pares de escovas colocados
como se mostra na figura 4.5. Para facilitar os cédlculos, considera-se

que o circuito magnético é linear, que o entreferro é constante e que
os enrolamentos sdo sinusoidalmente distribuidos.
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if
Rf
— Urf Lf
-
mm/ 1a
ig
Fig. 4.5

a)Escrever a matriz dos coeficientes de indugdo correspondentes
aos circuitos da maquina.

b)Determinar a expressdo do binario.

c) Escrever equagdes eléctricas em regime permanente.

d)Relacionar as correntes nos circuitos d, g e f.

e)Estabelecer um diagrama de poténcias da méquina.

Resolugdo:

a)Para este caso, as consideragdes do exemplo 4.1, alinea a)
também sdo védlidas. Assim, no referencial da figura e com as
convencdes indicadas, tem-se:

Lg = Lg = Ly = cte

Lf = cte
qu = qu =0
Mgf = M
qu =0

Assim, tem-se

Vd Ly 0 M ia

Vg | = 0 Ly O ig
M 0 L -

Vf £ 1f

b)A expressdo do bindrio pode ser obtida a partir de:

c) Com as escovas nas suas posigdes normais, tem-se em regime
transitoério:
) dig dirf .
ug = rg 138 + Lg ac * M ac t Om La ig
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di
dig dirf

uf re if + M 3¢ + Lf 3¢

Em regime permanente as derivadas em ordem ao tempo sdo nulas.
Entrando com a caracteristica da carga, tira-se:

Ur =rf If

d) A resolugdo do sistema de equagdes dad origem a:
If=Uf/Rf = cte If=cte

Op? M Lg

Ig = - I
d rg (rg + Rp) + wmz La2 £
(rg + Rp) opnp M

I =

2 1f

Se se considerar nula a resisténcia do induzido,

Rp, 14
0 =Ry Ig + Om Ly Ig Ig = - _6;_5;
0 =Lg Ig + M If Ig = E; If

Note-se que a corrente Id ndo depende da carga. Por sua vez, a
corrente Ig é tanto maior quanto maior for a resisténcia de carga.

e) P = rf If2
Considerando nula a resisténcia do induzido,

2 M 2

Pg = R, I = R (+— I

d L 1d L(g; If)

Pq = O
A poténcia mecénica serd Py = Mgm Op = - M ig if Op
ou

M R1, Ig If 5
Pp=- """ — =R, I
m La L id

Assim, aparte as perdas, a poténcia mecidnica é transformada em
poténcia eléctrica e entregue a carga.
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4.2. Modelizacao da geratriz de rectificacao

A figura 4.6 apresenta o esquema da geratriz de rectificagdo. Este sistema ¢

constituido por uma maquina sincrona que roda a velocidade ®,,, associada a uma ponte

a diodos. Devido ao funcionamento do rectificador, este sistema sé podera funcionar
como gerador.

A geratriz de rectificacdo encontra algumas aplicagdes industriais em situagdes
onde se deseje uma grande impedancia de curto-circuito, como por exemplo, em

dinamos de automovel.

B[}

Fig. 4.6. Esquema da geratriz de rectificagdo

O indutor ¢ constituido por uma bobina que roda a velocidade ®,,. Constitui um

circuito do tipo filiforme. A modelizagdo do conjunto “enrolamentos do estator,
rectificador” pode ser feita através da teoria da transformacdo de Park. Neste caso, em
regime permanente, a velocidade do referencial devera ser igual a velocidade do campo

girante. Pode escrever-se imediatamente:

2% :I’aid +—dz§td - l//q
dwq
=1, +———+0 4.11
Ug =Tqlg ” Va ( )
_ L dvy
uf—l”flf-l- "

Onde w ¢ a velocidade de rotagdo da corrente equivalente que cria a mesma onda
de F.m.m. Para simplificar a notagdo vamos admitir que a maquina tem apenas um par
de polos.

A relag@o entre os fluxos e as correntes sera:
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] Lg 0 M id
v, |=| 0 La 0 || 4 (4.12)
wr M 0 Lf ir

O rectificador a diodos impde uma segunda restrigdo: que as tensodes € as correntes
alternadas estejam em fase. Esta restri¢do ¢ valida se se puder desprezar o periodo de
conducdo simultdnea que existe entre dois diodos durante a comutacdo. Caso se
considere também o recobrimento, existira um angulo de desfasagem que dependera do
valor da corrente.

A hipdtese de considerar apenas a primeira harmonica de corrente no induzido e
desprezar os efeitos da condugdo simultanea ¢ equivalente a considerar que:

e existe um nimero infinito de fases no induzido

e cm todos os instantes apenas uma das fases se encontra em condugao

e acomutacdo ndo ocorre em periodos discretos no tempo, mas continuamente.

Fig. 4.7 Geratriz de rectificagao

Na figura 4.7 representa-se este sistema com um numero de fases elevado para o
caso da rectificagao simples. Sabe-se que toda a rectificacdio em ponte tem como
equivalente uma rectificagdo simples.

A posicdo do enrolamento do indutor ¢ representada pela coordenada 6 e

doldr=aw,.
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A zona espacial no interior da qual se encontra a fase em conducdo estd
sublinhada e ¢ representada pela coordenada média p = 6+A.

Como, em regime permanente, o referencial roda a velocidade do rotor, o angulo p
varia também linearmente no tempo. Para que no modelo a obter, as variaveis de estado
sejam constantes em regime permanente, em vez de se utilizar o angulo p vamos utilizar
o angulo A. Este angulo esta relacionado com a posicdo das duas forcas
magnetomotrizes e em regime permanente ¢ constante no tempo.

As equagdes 4.11 e 4.12 representam a geratriz de rectificagao no referencial do
rotor da maquina sincrona. A estas equacdes devera introduzir-se a condi¢do: tensdo e
corrente do induzido em fase. Esta condi¢do pode ser introduzida matematicamente
utilizando coordenadas polares e rodando o referencial de modo que o eixo d fique

alinhado com a corrente do induzido (referencial d’-q’ da figura 4.7). Assim:

Ug=Uuy, 1=, u,=0 ig=0 0=, + % (4.13)
Wi=Lai+M iy cosh (4.14)
W=Lis+M i, cosA (4.15)
W= - M i, senk (4.16)

Modelo da Geratriz de Rectificacao

Substituindo as equagdes 4.13 a 4.14 no modelo 4.11 obtém-se o modelo da
geratriz de rectificagdo em coordenadas polares.

Em notagdo matricial pode escrever-se:

- dif T
up- reiy Lr  Mcosh -M senk d
UgTalg-Om Mipsenh [ = Mcosh L, 0 % (4.17)
- Wy, Lyig- 0, M ircosh -M senh 0 L, "
| la dr |
Por sua vez, o binario escreve-se:
Moy = - M irig sen A (4.18)

As equagdes 4.17 deve-se associar as seguintes desigualdades:
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i, <0

(4.19)
u, >0

As equagdes 4.17 e 4.18, conjuntamente com as desigualdades 4.19 s3o as

equacdes eléctricas procuradas.

Estudo do regime permanente
Em regime permanente, como as variaveis de estado sdo constantes no tempo, as

suas derivadas sdo nulas. Assim, tem-se:
up=Tryly
Ug= O Mirsen A+r, i, (4.20)
0=Mircos A+ L, i,
Da terceira equagdo que determina a posi¢ao da corrente, tira-se:

Laia
cosi=-Ml.f

4.21)

Em vazio i, = 0, e como u,>0, tem-se A = m/2. A medida que a corrente i, sobe

(em valores negativos) cos A tende para 1 o que implica que A —0. Isto significa que
um aumento de corrente de carga tende a alinhar a corrente do induzido com o
enrolamento do indutor. O fluxo criado pelo circuito do induzido tende a opor-se ao
fluxo criado pela bobina do indutor.

Se se desprezar a resisténcia do induzido, tem-se

2 L,i,\?
sen A=1- (Aj—;) (4.22)
o
u,2 = (w0, Mip? [1 i ( Aj;‘jﬂ (4.23)
g = (0 M iy — (@, Ly ig)* (4.24)

Definindo os valores da tensao em vazio u,, ¢ da corrente de curto-circuito i..:

o = @y M is (4.25)
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ice= wL:OLa (4.26)
A equagdo 4.24 toma a forma
2 2
u_za +%a =1 (4.27)
udO ZCC

Esta expressdo ¢ a equacdo da elipse que se encontra representada na figura 4.8.
Nesta figura, retirada de [2] apresentam-se também resultados experimentais de uma

maquina com as seguintes caracteristicas:

Sn=5 kVA, 380 V, 4 pdlos, velocidade de 1650 rpm

Os parametros medidos entre fase e neutro do induzido sao:
r,~0.48 Q L,=0.088 (H) M =0.155(H)

e entre dois bornes do induzido:
r,~0.96 Q L =0.235 (H) M=0.270 (H)

A
ua [V]
200 [~

100

2.5 ia [A]
Fig. 4.8. Rectificagdo em ponte (os pontos representam resultados experimentais)

O primeiro grupo de parametros devera ser utilizado no caso da rectificagdo

simples, cujos resultados se encontra na figura 4.9.
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ua [V]
200 —

100

ia [A]

Fig. 4.9. Rectificagdo simples (os pontos representam resultados experimentais)

Constata-se neste caso uma grande discordancia com os resultados experimentais.
Esta discordancia provem de dois factores. Em vazio o modelo pressupde um nimero
infinito de fases e fornece a tensdo rectificada de pico e ndo o valor médio no intervalo
eléctrico 2m/3. Este erro tende para zero quando o nimero de fases tender para infinito.

O erro da corrente de curto-circuito tem uma causa diferente. Tem a ver com o
fendomeno do recobrimento ou conducao simultanea dos diodos. Este efeito foi ignorado
no modelo que pressupde uma comutacao descontinua ideal onde apenas uma fase
conduz de cada vez. Este erro ¢ independente do nimero de fases.

Embora inadaptado a rectificagdo simples, o modelo adapta-se melhor a
rectificacdo em ponte. Os parametros a utilizar s3o os medidos entre bornes, pois neste
tipo de rectificacdo sdo duas fases em série que conduzem simultaneamente. Os
resultados encontram-se na figura 4.8. Neste caso os erros sao menos importantes, mas

sdo devidos as mesmas causas.
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Exemplo 4.3 - Sistema de excitacdo “Brushless”

Um sistema de excitagdo de uma maquina sincrona é constituido por
um enrolamento monofdsico colocado no estator e por um sistema de
enrolamentos colocados no rotor com 35 fases. Entre estes enrolamentos
e o circuito de excitag¢do da maquina sincrona encontra-se uma ponte de
rectificagdo a diodos que roda solidéria com o rotor.

a) Qual o modelo matemdtico deste sistema?

b) Como controlar a corrente de excitag¢do da magquina sincrona?

Resolugdo

a) A figura 4.10 representa o sistema a modelizar. A turbina tem
como fung¢do fornecer poténcia mecdnica ao conjunto “Maquina Sincrona -
Sistema de excitacdo”.

| I
I % | |Estator da Magquina Sincrona
| I
[ I

Turbina

————————— Estator da Maquina Sincrona

Fig. 4.10 Corte esquemédtico longitudinal

Vamos admitir que a poténcia em jogo no sistema de excitagdo é
muito menor que a poténcia entregue & Maquina Sincrona. Como a Magquina
Sincrona se encontra ligada a rede, podemos considerar a velocidade de
rotagdo constante. Vamos admitir que o sistema de rectificag¢do tem 35
diodos de catodo comum e que o retorno se faz pelo neutro. O indutor
encontra-se no estator e é alimentado por uma fonte de tensdo

continua.
Dindmica do Sistema electromecénico

A rede eléctrica mantém uma velocidade constante no rotor, onde
estdo os enrolamentos ligados aos diodos gque constituem a ponte de
rectificagdo simples. O enrolamento indutor é percorrido por corrente
continua que vai produzir um fluxo estdtico no espag¢o e induzir uma
forca electromotriz nos enrolamentos do rotor em movimento.

Numa rectificagdo simples apenas conduz um diodo de cada vez que
é o que estd ligado a fase que apresenta aos seus terminais a maior
forga electromotriz (desprezam-se os fendmenos de condugdo simultédnea
numa primeira aproximagdo) .

Durante o regime transitdério pode-se considerar que a posigdo da
corrente varia no tempo. Atingido o regime permanente cada diodo
conduzird na sua vez e a corrente terd sempre a mesma posigdo.
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Fig. 4.11 Representagdo do sistema idealizado com rectificagdo
simples.

Para a modelizacdo deste sistema vamos considerar a convencao
motor.

Equagdes eléctricas

O circuito indutor (encontra-se no referencial do estator) é do
tipo filiforme. O circuito induzido que se encontra no rotor pode ser
modelizado por um par de circuitos equivalentes estaciondrios com o
estator. As suas equagdes sdo obtidas através de uma transformacdo com

dngulo igual a p=-0. Assim:

. dyy
u;=ri;j+—%4+w
d =lald T Yy
u,=r,i +_d1l’q -0y
qg ~'a'q dr d

Upr=T¢l +dﬂ
SE T

Admitindo wuma distribuigdo sinusoidal de forga magnetomotriz,
tem-se na forma matricial a seguinte relagdo entre fluxos e correntes:

Ve L Mcosp |-
v, |=| Mcosp L, [lf]
vy | |-Msinp 0 a

A equagdo do circuito indutor final, isto & depois de derivarmos
o fluxo indutor Yf em ordem ao tempo é:

dig di
+ M cos p

Ug = ¥¢ 1¢ + Lg 2 - M sen p ia-gg
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Para o circuito induzido temos

dig di,

Uy = ¥Ya i, + M cos p - M if sen p'gg + L, +
t

+ pMi;senp - 6 M i; senp

Simplificando a expressdo e substituindo 0 por ® que representa a
velocidade do rotor, a expressdo final vem:

. dif dia .
Uy = Yy 15 + M cos P + L, - WM if senp
dt d
Com as desigualdades
ig < 0 ug > 0

Como j& temos as 3 equagdes que descrevem o modelo dindmico da
excitagdo vamos escrevé-lo na forma matricial.

. dt
Uf-rfif Lf M cosp -M senp
. . dig
Ug-Tala-WMifsenp = M cosp La 0 T
OLgig+0Mifcosp -M senp 0 La ap
| ta gt _J

Estas equagdes sdo semelhantes as equag¢gdes do modelo da geratriz
de rectificagdo se se substituir ® por (-®) e A por p.

Regime permanente

Como o modelo é semelhante ao da geratriz de rectificacdo, o
regime permanente serd determinado do mesmo modo. Obter-se-a também
uma elipse como caracteristica exterior.

b) Pela expressao

La . . oM .
X la lee = 1s
M 1¢ ('OLa

verifica-se que é possivel controlar a corrente de excitagdo da
maguina sincrona iz variando a corrente no estator if.

Se se pretender, por exemplo, aumentar i em valor absoluto,
aumentamos também if. Neste sistema ndo se pode como habitualmente
controlar a corrente de excitagdo i variando a velocidade rotdrica ®
porque a maquina é uma Maquina Sincrona.

Este sistema conhecido por sistema “Brushless” tem a vantagem de
ndo ter escovas e consequente desgaste destas como acontece por
exemplo no sistema de controlo de velocidade WARD-LEONARD.

cos P = -
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Exercicios de Revisao:

I

Considere uma maquina polos lisos constituida por:

- Um enrolamento monofasico sinusoidalmente distribuido e colocado no estator .

- Um enrolamento do induzido com colector colocado no rotor semelhante ao de
uma maquina de corrente continua. Sob o colector assentam dois pares de escovas. Estes
dois pares de escovas encontram-se respectivamente alinhados e em quadratura com o
enrolamento do estator. Estes dois enrolamentos encontram-se em curto-circuito.

Sabe-se que o coeficiente de auto-inducao do estator ¢ 0.1H. O coeficiente de
auto-indu¢do do enrolamento em quadratura ¢ 0.05H. O factor de ligagdo magnética
entre os dois enrolamentos que se encontram alinhados ¢ de 0.95.

a) Determine a matriz dos coeficientes de inducao desta maquina.

b) Determine o modelo matematico desta maquina escrevendo as suas equagdes
eléctricas e a equagao do binario.

c) Escreva as equagdes da alinea b) em fungdo das varidveis de estado (correntes
nos enrolamentos).

d) A maquina encontra-se alimentada com uma fonte de tensdo alternada
sinusoidal de valor eficaz igual a 230 V e frequéncia 50 Hz.

d.1) Obtenha um modelo matematico apropriado para o estudo da maquina em
regime permanente.

d.2) Diga como obteria as caracteristicas eléctricas e mecanicas desta maquina.

Considere um motor de uma maquina ferramenta de excitacdo em série com
possibilidade de regulacao da posi¢ao das escovas através de um mecanismo auxiliar. O
rotor desta maquina ¢ liso, mas o estator apresenta polos salientes. Sao conhecidos os

seguintes dados da maquina:

Py=400W , 19A , r,=16.7Q , r = 28.7Q , Ly=0.056 H

Sabe-se que, com as escovas na posicao da linha neutra geométrica, o coeficiente
de auto-indugdo do induzido ¢ 0.01H. Quando as escovas se encontrarem numa posi¢ao
tal que os campos criados pelos dois enrolamentos se encontrem alinhados, verifica-se
que o coeficiente de auto-indu¢ao do induzido ¢ 0.04H e que o coeficiente de indugao
mutua ¢ 0.045H. A forma do entreferro e a distribui¢do de condutores ao longo da

periferia ¢ tal que se pode admitir que os coeficientes de inducdo sdo fungdes
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sinusoidais da posi¢do das escovas. O momento de inércia do motor é J,=0.01kgm?.

Esta maquina encontra-se ligada a um redutor de velocidade cujas perdas mecanicas sao
proporcionais a velocidade. Nao se sabe o valor do correspondente binario de perdas,
mas sabe-se que em vazio, com as escovas colocadas na posi¢do de linha neutra, a
maquina absorve 0.5A.

Responda as seguintes questdes justificando os calculos e as aproximagdes que
efectuar.

A - Modelagao da maquina. Determine:
1. A matriz dos coeficientes de inducao.

2. As equagdes gerais correspondentes a cada enrolamento.

3. As equagdes eléctricas correspondentes ao modelo matematico da maquina.

4. A equacao do binario em fung¢do das correntes.

5. O angulo 6ptimo de decalagem das escovas. O que é que se pretende com a
decalagem das escovas? Sera que este processo ¢ sempre eficaz? E neste caso

particular?

B - Estudo da maquina alimentada em corrente continua. (U=230V)
Considere um 4ngulo de decalagem de 15° no sentido contririo ao sentido de
rotagdo. Determine:
1.A caracteristica "Binario-Corrente".
2. A caracteristica electromecanica. Qual a velocidade e o binario util para a
poténcia nominal?

3. Determine o rendimento em fungdo da corrente ou do binario.

C - Estudo da maquina alimentada em corrente alternada

(U=230V, f=50Hz)

Com um angulo de decalagem de 15° no sentido contrario ao sentido de rotagio,
determine:

1. O modelo da maquina em regime permanente.

2. Como variam as seguintes grandezas ao longo do tempo: corrente, binario,
velocidade, e forga electromotriz.

3. Sera possivel utilizar diagramas vectoriais para o estudo desta maquina em
regime permanente? Em caso afirmativo faga um diagrama vectorial para uma
corrente igual a corrente nominal. Considere que a velocidade ¢ igual a

velocidade nominal.
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4. Determine o factor de poténcia, a velocidade e o binario para:

Carga nula, meia carga e carga nominal

D - Regulacio da maquina.

1. Como pode inverter o sentido de marcha desta maquina?

2. Diga como pode variar a velocidade desta maquina.

3. Sera que ¢ possivel regular a velocidade actuando na posi¢do das escovas? Em

caso afirmativo diga quais as vantagens e inconvenientes de tal regulagdo.
E - Estudo como gerador

Esta maquina foi dimensionada para funcionar como motor. Serd possivel o
funcionamento também como gerador? Em caso afirmativo diga quais as ligagdes que

executaria. Qual a influéncia da saturagao?
F - Maquina com circuito de compensac¢iao

Frequentemente sdo utilizados motores que, além dos dois circuitos atrés
referidos, t€ém também um enrolamento de compensagdo. Este enrolamento encontra-se
no estator alinhado com o enrolamento do induzido. Sao possiveis duas solugdes:

1 - Compensagdo série, em que o enrolamento de compensagdo ¢ percorrido pela
corrente do motor.

2 - Compensagdo em curto-circuito, em que o enrolamento de compensagido se

encontra em curto-circuito.

il

Compensacao série Compensacdo em curto-circuito
1. Determine os modelos matematicos correspondentes a estas duas situagdes para uma
maquina com os enrolamentos de excitagdo e induzido semelhantes aos da
maquina anterior. Considere um enrolamento de compensac¢ao com coeficientes de
inducdo genéricos.

2. Qual o angulo de decalagem das escovas ideal? Justifique.
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3. Dimensione o enrolamento de compensacdo nos dois casos referidos sabendo
que a maquina serd alimentada a uma frequéncia de 50 Hz.

4. Determine os novos valores de factor de poténcia, de binério e de velocidade
para as situagoes:

Carga nula, meia carga, carga nominal

111

Considere a maquina de repulsdo representada na figura. Determine um modelo

matematico que a represente em regime transitorio e em regime permanente.

Uy %f

Arbitre valores para os parametros e trace as suas caracteristicas.
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Capitulo 5

Regimes transitorios das Maquinas de Corrente
Continua

5.1 Introducao

As maquinas de corrente continua apresentam-se como elementos de conversao
electromecanica de grande versatilidade. Utilizando as varias combinagdes de
enrolamentos de campo série, derivacdo e independente, estas maquinas apresentam
uma ampla variedade de caracteristicas tensdo-corrente ou velocidade-binario tanto em
regime dindmico como em regime permanente. Devido a facilidade de controlo, os
motores de corrente continua associados a dispositivos de electronica de poténcia sdo
frequentemente usados em aplicagdes que requerem uma ampla faixa de velocidades, ou

um controlo preciso, etc.

Frequentemente, as caracteristicas das maquinas sao modificadas pela introdugao
de circuitos de realimentacdo. O objectivo deste capitulo ¢ estudar a maquina de
corrente continua como servomecanismo onde as suas caracteristicas dinamicas

constituem o principal aspecto a considerar.

Sera dada mais importancia ao funcionamento desta maquina como motor, pois ¢
como motor que ela tem mantido o seu interesse industrial, dado que, como gerador ela

tem vindo a ser substituida por outros sistemas.
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5.2 A maquina de corrente continua ideal

Devido a complexidade que o estudo completo da maquina de corrente continua

apresenta, serdo feitas algumas hipoteses simplificativas. Estas hipdteses serdo:

1 - As escovas sao estreitas e estdo colocadas na linha neutra. A comutagdo ¢
linear. O eixo da onda de f.m.m. do induzido ¢ fixo no espago e esta em quadratura com

o do campo.

2 - E desprezada a reac¢iio magnética do induzido. Admitimos que a maquina tem

circuito de compensagdo e que essa compensagao ¢ ideal.

3 - Os efeitos da saturacdo magnética sdo desprezados. A sobreposi¢do de campos
magnéticos pode ser realizada e as indutancias podem ser consideradas independentes

das correntes.
Se se admitir estas hipoteses temos o conceito de “Maquina de corrente continua

ideal”.

Sera utilizada a convencdo motor. Na fig. 5.1 apresenta-se o esquema equivalente
para esta maquina onde se indicam os sentidos considerados positivos para as varias

grandezas em jogo.

Fig. 5.1 Representacdo esquematica da maquina de corrente continua

r¢- Resisténcia do enrolamento de excitagdo

Ly~ Coeficiente de auto-indugdo do circuito de campo
ir- Corrente no circuito de campo

uy- Tensdo aplicada ao circuito de campo

r, - Resisténcia do circuito do induzido
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L, - Coeficiente de auto-inducao do circuito do induzido
i, - Corrente no circuito do induzido

u, - Tensao aplicada ao circuito do induzido

M,, - Bindrio electromagnético

®,, - Velocidade angular da maquina
M. - Binario de carga

J - Momento de inércia do conjunto motor-carga

Modelo dindmico da maquina de corrente continua

Admitindo as hipoteses anteriores, o modelo matematico para a maquina de
corrente continua traduz-se pelas equagdes:
di
up=ryip+ Ly ?f
dig
ua:’”aia"'LaE + My @y, iy (5.1
My =My ig if
O coeficiente de indugdo L, inclui o efeito de quaisquer enrolamentos em série
com o induzido tais como interpolos e enrolamentos compensadores. A equagdo do
movimento, na conven¢ao motor, escreve-se:

dwy,, o
J7 =Mp iq if-Mc (5.2)

Em termos de modelo de estado, obtém-se:

uf o 00 if Lf 0 07| P
ug | = 0 rq Miy g |+ 0 La 0 Dia p=% (5.3)
M, 0 Myir 0 O, 0 0 -Jd|paw,

Que podera ser escrita na forma condensada
[U]=[R] [X] + [L] [pX] (5.4)
Existe energia magnética armazenada nos circuitos de campo e induzido e energia
cinética armazenada nas massas rotativas. Consequentemente, as correntes de campo e

induzido e a velocidade sdo varidveis de estado.
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O sistema (5.3) ¢ um conjunto de 3 equagdes diferenciais ndo lineares de primeira

ordem devido a presenca na matriz [R] da variavel de estado if: Os coeficientes desta

matriz ndo sao constantes, mas variarao a medida que a corrente de campo variar.

Estas equagdes, juntamente com as equagdes de Kirchhoff para os circuitos que
estdo ligados ao circuito de campo e ao circuito do induzido, bem como as
caracteristicas “binario-velocidade” do sistema mecanico ligado ao eixo, determinam o

comportamento do sistema.

Funcoées de transferéncia. Resposta no tempo.

A maior dificuldade na andlise das maquinas de corrente continua ¢ a saturacao.
Contudo a andlise linear do sistema ¢ util por duas razdes. Essa simplificacdo da-nos
uma ideia do modo como os outros factores (que ndo a saturagdo) interferem no sistema.
Além disso, a analise de sistemas que envolvem combinagdes complexas de maquinas
eléctricas com outros equipamentos torna-se possivel. Nao fazendo essas simplificagdes

a analise seria praticamente impossivel sem recorrer a métodos computacionais.

O sistema de equagdes (5.3) ¢ linear se admitimos excitagdo constante if=cte. Este

caso verifica-se na maquina de excitagdo independente a fluxo de excitacdo constante.

Seguidamente ir-se-a analisar o transitorio de arranque da maquina de corrente
continua. Na parte a) esse transitorio diz respeito @ maquina de excitacdo independente
onde se admite que if ¢ constante. Analisar-se-a também o transitorio resultante da
aplicacdo de binarios de carga ao veio. A parte b) diz respeito ao transitério do motor
série. A analise destes casos permite-nos obter uma ideia de como as grandezas evoluem
no tempo e além disso, permite-nos com o conhecimento adquirido nesta analise, saber

como se faria a analise doutros sistemas diferentes e porventura mais complexos.

5.3 Motor de corrente continua de excitacio independente

Os motores de corrente continua sdo frequentemente utilizados em aplicagdes que
requerem um controlo preciso de velocidade e de bindrio numa faixa relativamente

ampla. Um dos modos comuns de controlo ¢ o uso de um motor de excitagdo
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independente com a excitagdo do campo constante. A velocidade ¢ controlada pela
variagdo da tensdo no induzido. A analise deste sistema envolve os transitorios
eléctricos do circuito do induzido e a dinamica da carga mecanica movida pelo motor.
Fica-se assim com duas variaveis de estado i, ¢ @,. A corrente if deixa de ser
considerada variavel de estado pois permanece constante ao longo de todo o transitorio.
Deve notar-se que  corrente ifestd associado um armazenamento de energia magnética.
A energia magnética armazenada no circuito de campo nao ¢ trocada com mais nenhum
outro sistema: ha desacoplamento do circuito do campo relativamente as outras

variaveis de estado.

O modelo da maquina de excitacao independente sera:

g
Ug |_|"a kp, |l 1, +La 0 dt 5.5
M. | |k, Ol]w,| |0 -J]|do,
dt
com k,, =M0if:ae)ao k. [Nm A™'] ou [Vsrad']
mo
L, g

Fonte
de
Energia
Eléctrica

Fig. 5.2 Representagdo da maquina de excitagdo independente (Convengao motor).

Na fig. 5.2 representa-se um motor de excitacdo independente. A fonte de
alimentagdo podera ser um rectificador controlado, um gerador de corrente continua ou

outro sistema.

Para a resolucdo total do problema ter-se-4 de saber como variam as fungdes u, €
M. A tensdo ug ¢ por hipotese um escaldo, o binario de carga M, varia de situacdo para

situacdo. Para se obter uma ideia do comportamento transitério da maquina de excitagdo
independente, vamos admitir uma situagdo em que o bindrio de carga tem um factor
independente da velocidade o qual representa o binario util, e um factor proporcional a

velocidade que representa o binario de atrito. Assim:
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Mc=D wy + My (5.6)
D - Coeficiente de atrito [Nmrad;l]
Quando, em situacdes extremas, na equagdo 5.6 se fizer D=0 esta-se a representar
uma caracteristica de carga com o binario independente da velocidade. Por outro lado,

quando M,;=0, pode representar-se uma carga em que o bindrio € proporcional a

velocidade.

Para se conhecer o sistema completamente, ter-se-4 de estudar as suas varias

fun¢des de transferéncia, nomeadamente:

Q) 1) o U0 L4(s) (5.7)

F = = = =
U0 O U T M) Y M ()

Para se obter as func¢des de transferéncia pretendidas pode desenvolver-se o
diagrama de blocos, ou tird-las do modelo de estado resolvendo o sistema de equagdes
algébricas obtido da aplicagdo da transformagdao de Laplace ao sistema de equagdes

diferenciais depois de introduzida a equagao (5.6).

ol Sl ) o
M, (s) ky, —DI|£2,/(s) 0 —J|[sU,(s)

Ua(s), My(s), 1a(s) e £y(s) sdo as transformadas de Laplace de ug(t), My(t), iq(t)

Assim:

e wyy(t) respectivamente. As equacdes 5.8 podem tomar a forma:

Uy(s) _ rg+Lgs ky, 1,(s) (59)
M, (s) ky, -D—-Js |U,,(s) '
Utilizando a regra de Kramer:
Ua(s)  km ‘
Mu(S) -D-Js (D+JS)Ua(S)+kmMu(S)
1) =T gy hm | A (5.10)
km -D-Js
ratLas Uqa(s)
km — Mu(s) kmUa(s)-(ra+Las)Mu(s)
Om(s) = rlas dm | A (5.11)
km -D-Js
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onde:
2
A = (Rg+Lgs)(D+Js)+km (5.12)
conclui-se:
F = Om(s) _ Kn Fy=tals) _DHJs (5.13a)
Ua(s) A(s) Ua(s) Als)

_Up(s) _ rgtilys G = Iu(s) Ky

YMus)T A(s) P My(s) Als) G130)

Verifica-se que as funcdes F'; e G, tem apenas dois polos enquanto que as funcgdes
F> e G; tém 2 polos e 1 zero. O comportamento das variaveis i, € @, sera diferente

consoante se tenham variagdes nas duas fungdes de entrada U, e M, .

Estudo do polinomio caracteristico. Determinacao dos polos do sistema.

A determinagdo dos polos do sistema reveste-se de uma especial importancia. Na
verdade, o comportamento de um sistema depende da localizagdo dos seus pdlos e

zeros. Os podlos sao os zeros do polindmio caracteristico. Tem-se:

2
S2+raJ+LaDS+km+raD:0

(5.14)
L,J L,J
Definem-se:
Lq o
Ty = Y Constante de tempo do induzido (5.15)
Jrq . .
T = W Constante de tempo inercial (5.16)

Que correspondem a situacdes extremas. A constante de tempo do induzido 7,

corresponde a consideragdo da hipotese de velocidade constante ou de inércia infinita.
Neste situacdo a maquina pode ser representada por um sistema de primeira ordem com
a constante de tempo 7,. A constante de tempo inercial corresponde a situagdo em que

se despreza o coeficiente de indug¢ao do induzido. Neste situacao a corrente do induzido

pode variar instantaneamente. O modelo da maquina reduz-se a um sistema de primeira
ordem com a constante de tempo inercial 7, Utilizando estes novos parametros a

equagao 5.14 toma a forma:
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52+ L+2 +L 2+L =0 (5.17)
T, J T\ Ty

Comparando com a forma normalizada s2 + 2 £ wy s + @?,, conclui-se:

(5.18)
(5.19)

As raizes sdo dadas pela equacdo bem conhecida
s10 = £, 0,2 -1 (5.20)

Se £ > 1 a resposta ¢ caracterizada por dois termos exponenciais negativos, se & <
1 tem-se uma sinusdide amortecida. A carga mecanica normalmente tem um efeito

pequeno sobre @y, e & embora esta afecte a velocidade do regime permanente. Se D/J for

desprezado obtém-se:

1
W, = /Ta - (5.21)
1 Tm
525 T_a (5.22)

Exemplo 5.1

S3o dadas as seguintes constantes para dois motores de corrente

continua. tipicos e compensados.

Motor N°1 Motor N° 2

1 Cv, 500 rpm, 240 V 100 Cv, 1750 rpm, 240 V
rg = 7.56 Q rg = 0.0144 Q

Ly = 0.055 H Ly = 0.0011 H

Km= 4.23 V.S/rad Km = 1.27 V.s/rad

J= 0.068 Kg m? J= 1.82 Kg m?

Suponha-se que a caracteristica Dbindrio-velocidade é uma recta

passando pela origem e pelo ponto de bindrio nominal, e que o momento
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de inércia da carga é igual ao momento de inércia do motor. O momento
de inércia total seréd assim o dobro do momento de inércia indicado.
Suponha-se também gque em série com o induzido desta médquina se
encontra uma bobina com valores de resisténcia e coeficiente de auto-
indug¢do iguais aos do induzido da maquina.

Determinar a frequéncia natural ndo amortecida ®p e o

amortecimento relativo & para cada motor.

1
Discutir o efeito da aproximagdo F <<
m
Solucio:
Motor N° 1 Motor N° 2
1 Cv = 735 W 100 Cv = 73.5 kW
500 rpm = 52.3 rad/s 1750 rpm = 183 rad/s
735
My = = 141 Nm My = 402 N.m
52.3
My
D = = 0.269 D= 2.20
Omn
J=2(0, 068)=0.136 Kg m? J=2(1.82)=3.64 Kg m2
D/J = 1.98 D/J = 0.60
1, =21 —0,0073
15.1 T4=0,0764 s
1/T3 = 137 1/14 =13.1
m=0.136x 15.1 ~0.115
2
(4.23) Ty = 0.065
1/Tm = 8.7 1/Tm =15.4

Verifica-se que o efeito da carga D/J é pequeno especialmente no
motor de 100cV. Este resultado é tanto mais importante pois esté-se a

considerar o pior caso em termos de D ( o maior valor de D possivel).

Obtém-se:
Motor N° 1 Motor N° 2
W, =+V137x8.7 =383 Wp= 14.47 rad/s
E= 1.82 € = 0,47
z;=-1.98 z1 = -0.61

Ta
Zy = ——= = -137 zog = -13.1

Lg
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s1=-11.48 S1=-6.85 + 12.74 j

S9=-127.96 S2=-6.85 - 12.74 j

Se se desprezar a constante de tempo do induzido, o sistema

comporta-se como um sistema de 1* ordem cuja constante de tempo & Ty. E

esta a razdo porque se definiu T, e se lhe chamou constante de tempo

inercial. Esta aproximag¢do é vadlida apenas para o caso do motor N?* 1.

Em geral o coeficiente de indugdo do circuito do induzido pode ser desprezada
para coeficientes de amortecimento & >1,5 correspondendo a valores de 7,/7,, menores
do que cerca de 1/9. O amortecimento critico (£ = 1) corresponde ao valor 7,/7,=1/4.
Como tendéncia geral para um motor isolado, pode considerar-se que 7, aumenta com o
aumento do tamanho e 7, decresce levemente. O amortecimento D/J ¢ usualmente

desprezavel.

Transitorio de arranque directo com binario de carga proporcional a

velocidade.

Neste caso o factor M,=0, pois o binario Util encontra-se representado no factor D.

Das equacgdes (5.11) e (5.12) obtém-se:

D
s+
I1,(s) = (D+ sl _Ya J (5.23)

L,Js(s® +2Ewm,s + ?) L s(s? +2Ew,s + ©7)

Em regime permanente, aplicando a formula da transformacdao de Laplace que

permite obter o valor final, tem-se:

U,D
Lao =lim s (s)=——— (5.24)
=50 kg +r,D
Q,(s)= knUaq _ kmUa ! (5.25)
m 2 2 2 2
L,Js(s” +2¢w,s+wy) Ly s(s”+2Ew,s+ ;)
k,,U

Do =lim 582, (s)= 2’"—“ (5.26)

50 kg +1,D
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Exemplo N° 5.2

Calcular os valores finais para os motores do exemplo 1.

Motor N° 1 Motor N° 2
Ig = 2.95 A I5 = 314.5 A
OWn = 46.21 rad/s Oy = 181.84 rad/s

As figuras 5.3 e 5.4 representam o andamento das variaveis de estado durante o

transitorio de arranque com a carga definida no exemplo 5.1.

50 : : : :
45F - - - - - - [P e T
L R A e IR,

w
[$)]

....................................

w
o

a1
T

NN
o

Velocidade [rad/s]

-
a

-
o
T

.................................

)]
T

14

- -
o N

(o]

Corrente la [A]

0 0.1 02 0.3 04 0.5
Tempo [s]

Fig. 5.3. Transitorio de arranque da maquina de 1Cv.
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250 : : : :

200

150

100

Velocidade [rad/s]

50

-500 . . . .
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Tempo [s]

Fig. 5.4: Transitorio de arranque da maquina de 100Cv.

Os valores dos factores de amortecimento relativo bem como os dos poélos e zeros

sdo os obtidos no exemplo 5.1

Conclusoes

Para o motor N° 1, £=1.82, ¢ perfeitamente desprezavel a constante de tempo
eléctrica. Assim o motor comporta-se como um sistema de 1* ordem cuja constante de
tempo ¢ a constante de tempo inercial. Nos instantes iniciais a corrente sobe tdo
rapidamente que quase poderia ser considerada descontinua. A resposta do sistema ¢ a

resposta que se obteria se se desprezasse o coeficiente de auto-indugdo do induzido.

Gil Marques 02-04-02



Cap. 5. Transitorios da maquina DC 195

Quanto ao motor N° 2, £ = 0.47 e portanto tem um andamento oscilatorio. Isto
deve-se ao facto de as duas constantes de tempo (inercial e eléctrica) serem da mesma

ordem de grandeza (7,,=0.065s, 7,=0.0764s). O facto de se ter um andamento

oscilatorio tem como consequéncia que a velocidade tem uma pequena sobre-elevacao,
o que se traduz em funcionamento da méquina como gerador (i, <0, U, > 0) durante um

pequeno periodo de tempo.

Tanto para o motor N°1 como para o motor N° 2 a corrente atinge valores
bastantes elevados nos primeiros instantes. No primeiro caso atinge 4 vezes o valor de
regime estacionario e no segundo 14 vezes. Assim este transitorio ¢ bastante violento e
ha toda a vantagem em evitd-lo. Deve notar-se, que para transitorios tdo violentos,
algumas das hipdteses simplificativas que fizeram poderdo ndo ser verdadeiras e o

problema exigir um tratamento mais cuidado.

Transitorio resultante da aplicacao de um escalao de binario.

Neste caso estuda-se a maquina numa situagdo diferente da anterior. Admite-se
que o motor estd a rodar em vazio, € que jd atingiu o seu regime permanente.
Subitamente ¢ aplicado o bindrio nominal. Em rigor, uma vez que agora D=0, as

constantes de tempo, & e @, bem como os podlos e zeros deverdo ser recalculados.

Contudo, uma vez que estes dependem pouco do factor D, os novos valores daquelas

grandezas nao serdo afectados significativamente.

Como ndo foram consideradas as condi¢des iniciais quando se aplicou a
transformagdo de Laplace as equagdes (5.4), as fungdes de transferéncia (5.13) sdo
validas em termos das variagdes das grandezas e ndo em termos das grandezas. Assim:

k,M, kM, 1
LaJS(Sz +2¢w,s + a),%) - L,J S(S2 +2¢w,s + a),%)

Al (s)= (5.27)

com

My My (5.28)

Al,, =limsAl , (s) = =
ao a() k31+VaD km

s—0
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S [/,
" - L
£Q,,(s) = (rza + 5Ly )My =M S ) (5.29)
LJs(s” +2bwm,s+ ;) I s(s” +28w,s + @))
com

- r,.M r,.M
Wpo =1im sAU 5, (s) =~ 2“ = 2” (5.30)

<50 k,, +r,D k,,

Exemplo N° 5.3

Calcular as variagdes das grandezas no transitdrio de aplicag¢do do
bindrio de carga
Recalculando os novos valores de @, e 5 com D=0 e M.=My, as

variacdes que se obtém em regime permanente sdo:

Motor N° 1 Motor N° 2

®,= 34,58. ®,= 14,19

E= 1.98 E= 0.46

AI, = 3.33 A =100% AI_=317 A.=100%
A®,=-11.9 rad/s A®,=-7.17 rad/s

As curvas de regime transitorio encontram-se representadas nas figuras 5.5 € 5.6.
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Fig. 5.5. Transitorios da maquina de 1 Cv.

Conclusoes acerca da aplicacido de escalao de binario

Para este tipo de transitorio, enquanto que a corrente variou bastante (passou de
quase zero ao valor nominal), a velocidade quase que se manteve inalterdvel. Esta
resposta era de esperar pois ¢ tipica do motor de excitagdao independente. Contudo, o que
ha a destacar nas curvas das figuras 5.5 ¢ 5.6 ¢ que o comportamento transitério tem

formas bastante diferentes para os dois motores devido ao facto de se ter polos e zeros

diferentes.
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Fig. 5.6. Transitorios da maquina de 100 Cv.

Assim, para a corrente, praticamente ndo ha sobreintensidade, o que contrasta
profundamente com o transitério de arranque directo. Este tipo de resposta ¢ diferente

devido a diferente localizacao do zero da fungdo de transferéncia.
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5.4 Estudo da maquina de corrente continua de excitacao
série

Introducao

O motor série tem caracteristicas estaticas bastante diferentes do motor de
excitacdo em derivagdo. Assim as suas aplicagdes sdo também completamente distintas.
Apresenta-se a analise do motor série em regime transitorio. Verifica-se que, neste caso,
o sistema ndo ¢ linear. Assim, ndo € possivel estudar o sistema analiticamente e ter-se-a
de recorrer a métodos numéricos. Este exemplo ¢ estudado ndo s6 para se ficar a
conhecer um pouco do comportamento do motor série, mas também para se fazer uma
pequena introducao aos referidos métodos numéricos que hoje em dia estdo ja bem

generalizados.

Modelo Matematico

Para o motor série obtemos as seguintes restrigoes:

if=ig=i u=uyg+ig (5.31)
Fonte
de
u Energia
Eléctrica
Y
Fig. 5.7. Motor série.
As equagoes (5.3) e (5.7) tomam a forma:
di
u-|_ I”f-l—lfa Myi| i N Lf+La 0 dt (532)
M, M,i -D |a, 0 —J || doy,
dt

ou, na forma condensada,
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[UI=[RIX]+ L X]

A presenca da varidvel de estado i na matriz R, permite concluir que se estd em
presenca de um sistema nao linear. Sendo assim, ndo se pode determinar a resposta do
sistema analiticamente como se fez para o motor de excita¢do independente. Resolve-se
o problema utilizando técnicas numéricas. Comece-se por passar o sistema (5.32) para a

sua forma canonica.

di
Le+L, O dar || u retrg Moif i (5.33)
0 —J|don | |M, Myi -D | o, '
di
como
1
L o]t |7 0
= (5.34)
0 —J o L
J
vem
di 1 1
— 117 0 [u} T 0 [rf+ra Moi:|[i] (5.39)
da)_m 0 _l M, 0 _l M yi =D || oy .
dt J J
ou
dai ftla Mo u
d |=| L L' L 5.36
do, 7| My D [wm M, ©0
dt J J J

Para a integragao numérica deste sistema de equagdes podera ser utilizado um dos

muitos métodos de integragdo numérica descrito na literatura da especialidade.

Para que os resultados assim alcangados sejam correctos, ¢ necessario, para o
problema em questdo, verificar se o método ¢ ou ndo convergente. Para os problemas
usuais em maquinas eléctricas tal verifica-se se impuser um passo de célculo 4 muito
inferior & menor constante de tempo do sistema. Como a partida ndo se conhece a

resposta do sistema, vai-se obtendo varias solugdes provisorias com varios passos de
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calculo, e em fungdo das respostas que se forem obtendo, conclui-se se se tem respostas

correctas ou incorrectas.

O transitorio que se pretendeu simular, foi do arranque directo em que o binario da
carga tem um valor constante e¢ igual a 300 N.m. Os resultados encontram-se

representados na figura 5.8.

120

100

80

60

Velocidade [rad/s]

40

20

0 1 1 1
0 0.5 1 15 2
Tempo [s]

600 : : :

500

400

Corrente [A]
w
o
o

Tempo [s]

Fig. 5.8. Arranque directo do motor série.

Gil Marques 02-04-02



202 Dindamica das Maquinas Eléctricas

Exemplo N° 5.4

Para ilustrar a integragdo das equag¢des (5.38), vai calcular-se
a evolug¢do no tempo das grandezas I e O para um motor de 50CV no
transitdério de arranque em que é aplicado ao motor o seu binario

-

nominal. Admite-se que esse bindrio de carga é constante e ndo depende
da wvelocidade. Admite-se que em série com o motor se encontra uma
bobina cujo coeficiente de auto-indugdo & importante face a Lg+Lf,

Os pardmetros sdo os seguintes:
Py = 50 Cv, U = 200 V, Mg=0.00795 Nm.A"l Ry = 75 m Q

My = 300 Nm (const.), Omy = 125 rad/s, J = 3.64 Kg m2
Ly = 0.033H., D=0

Linearizacio do modelo de estado do motor de corrente continua de
excitacdo em série.

Como se acabou de ver, o modelo de estado do motor série pode ser posto na

forma de um sistema de duas equagdes diferenciais nao lineares.

Regra geral, os sistemas electromecanicos podem ser descritos por sistemas de
ordem 7 deste tipo. Frequentemente ¢ necessario analisar a estabilidade desses sistemas.
Um dos métodos mais simples e mais usual ¢ a utiliza¢do, ndo de um modelo de estado
original, mas de um outro modelo que resulta da sua linearizagdo em torno de um

determinado ponto de funcionamento.

O estudo do motor série foi escolhido propositadamente para a descricao e
exemplificag¢do de tal técnica. Para isso vai-se partir das equagdes (5.36) e lineariza-las

em torno de um ponto de funcionamento genérico (i,, Wy,). Assim tem-se:

u=Ri+ Moiwm+L§ (5.37)
4
: dow

M, = M, 12'Dwm'J a’tm (5.38)

Se a maquina estiver a funcionar no ponto (ip, Wyp), € €sse ponto constituir um

ponto de regime estaciondrio, ter-se-a:

Upg = R io + MO iO Omo (539)
Muo :MO 120 -D O)n/lo (540)
pois i =cte pi=0

Wy, = cte pwn=0
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Se houver variacdes nas grandezas de entrada u e My, as func¢des de estado
também sofrerdo variagdes. Assim:

u— utAu
My = Myo +A My

1— igt+AlI (5.41)
Om — Omo + A Om

Ter-se-a:
1y +® u)= Rl +5 1)+ M, iy +5 i),y +5 0y )+ L%(io fAD) (542)
(M, +® M) =M o (i +51) — D, +5 @, )—J%(como ‘ha,)  (5.43)

Desenvolvendo, subtraindo as equagdes 5.39 e 5.40 e desprezando infinitésimos

de segundo grau, obtém-se:

d® i

Qu=ROi+M,i,® 0, +M,0,,,i+L P (5.44)
t
® M, =2M ,iy® i—D® w,, —J d®dwm
t
Pondo na forma matricial obtém-se:

. dai
Qu _ R+M,w0,,, M,i, "Al N L 0 dt (5.45)

M, 2M i, -D [Rw,| |0 -J|dAwy,

O sistema de equacdes (5.45) constitui o modelo de estado linearizado em torno
do ponto de funcionamento (ip, Wyp). Neste caso iy € wyp ndo sao variaveis de estado
mas valores constantes. As funcdes de estado sdo agora (Ai e Awyp). O sistema de
equacgdes (5.45) representa um sistema linear que se aproxima do modelo inicial (5.36)
junto do ponto de funcionamento (ip, Wpp). A matriz [L] do modelo linearizado
coincide com a matriz [L] do modelo inicial. A matriz [R] do modelo linearizado ¢
funcdo das grandezas i, € @y, ou seja do ponto de funcionamento. Assim, deve

concluir-se que para um determinado sistema electromecanico o modelo resultante da
linearizacao em torno do ponto de funcionamento nao ¢ unico sendo valido apenas para

pequenas perturbagdes. Permite contudo determinar a estabilidade do ponto (ip, @Wp0).
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Para tal pode utilizar-se as técnicas usadas para sistemas lineares. Pode definir-se

funcdes de transferéncia, determinar pélos do sistema etc.

Determinacio dos polos do modelo linearizado.

O polinémio caracteristico sera dado por:

|R+M,0,)+Ls M,
o 2M,i, —D—Js

A=[(R+M o, )+ Ls)-D—Js)-2M 2>
—A=LJs* +[LD+J(R+M o, )ls +2M2i} + DR+ M ,0,)

Para a determinagao dos poélos far-se-a

A=0—as’+bs+c=0

a=LJ

b=LD+J(R+M,w,)

c=2M2i} + D(R+M,0,)

Como os valores de a, b e ¢ sdo sempre positivos, pode-se concluir que o motor

série ¢ sempre estavel.
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Exercicios

1. Um motor de corrente continua de excitagao independente ¢ caracterizado pelos
seguintes parametros:

U,=220V  Ny=1500 rpm [,=10A

r=240Q L~3.6H r,~2.0Q L,~2mH

J=0.0684 kgm’

Sabe-se que a 1200rpm e com uma corrente de excitagdo de 0.5A a fe.m. em

vazio € igual a 240V.

a) Estabele¢a o modelo matematico que lhe permita estudar o regime transitorio
desta maquina. Quais as hipdteses em que se encontra baseado este
modelo.

b) No instante t=0, a corrente de excita¢do encontra-se em regime permanente e
vale 0.5A, e o induzido encontra-se ligado a uma fonte de tensao continua
igual a 220V. No veio nao se encontra aplicada qualquer carga.

2.1 Qual a velocidade de rotagdo da maquina.
2.2 Aplica-se um escaldao de binario igual ao bindrio nominal. Determine o
andamento da corrente no induzido e da velocidade em fungao do tempo.

Qual o tempo necessario para se estabelecer o regime permanente.

2. Considere o motor N° 2 do exemplo 5.1. Na situacdo em que D=0 e aplicado
numa situagao com um momento de inércia igual a 48 vezes o momento de inércia da

maquina. Recalcule os valores dos parametros caracteristicos. Comente os resultados.

3. Considere o motor N° 2 do exemplo 5.1. Liga-se uma resisténcia em série com
o circuito do induzido de modo a limitar a corrente de arranque ao valor nominal.
Calcule:
a) Os valores dos parametros caracteristicos. Comente os resultados.
b) Determine o valor da velocidade em regime permanente quando a maquina se
encontrar em vazio. Qual o tempo de arranque.
¢) Quando a carga for proporcional a velocidade e a velocidade nominal
corresponder o binario nominal calcule o novo valor de velocidade em regime

permanente € o tempo de arranque.
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4. Considere o motor N° 1 do exemplo 1. Este motor vai ser aplicado numa
situagdo que requer uma fonte de alimentacdo com tensdo ajustdvel. Esta fonte de
alimentagdo ¢ caracterizada por possuir uma componente alternada de frequéncia
elevada (300Hz). Para reduzir esta componente alternada utiliza-se uma bobina de valor
elevado em série com o induzido. Considere que esta bobina tem um valor 50 vezes o
valor de L.

a) Calcule os novos valores das constantes do motor, dos pdlos e zeros etc.

b) Determine as respostas no arranque directo e de aplicacdo de escaldo de

binario de carga.

¢) Comente os resultados.

5. Discuta a alteragdo da resposta do motor de excitagdo separada admitindo que a

maquina estd a funcionar ndo a 100% do seu fluxo nominal mas a 50%.

6. Como analisaria o transitorio da passagem da tensdo de excitacdo nominal para

50%, funcionando a maquina (de excitacao separada) em vazio?

7. Neste capitulo foram analisadas as maquinas de excitacdo separada e de
excitagdo série. Tente modelizar e tirar conclusdes sobre o regime dindmico da maquina

de excitagdo composta.

8. No arranque das mdaquinas de corrente continua utilizaram-se no passado
arrancadores realizados com resisténcias que se inseriam em série com o circuito do
induzido (ainda se encontram a funcionar alguns destes arrancadores em instalagdes
antigas). Estas resisténcias sdo realizadas com » pontos e n-1 elementos. Define-se uma
corrente do induzido maxima ;. que ndo deve ser ultrapassada e uma corrente do
induzido minima /,4.i,) na qual se deve fazer a comutagdo para o ponto seguinte.

a) Desprezando o valor do coeficiente de indug¢do do induzido deduza a formula

prética:
Ty (max) _ R, _ R, 1 _ R
Tg(min) Rn-1 Rp-2 R,
(¢
1 4(max) (=D _Ry
1 4(min) R,

Onde R, representa o valor da soma das resisténcias que se encontram em série.
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b) Considerando a mdaquina do exemplo 2 calcule o numero de pontos
necessarios, as varias constantes de tempo que resultam dos varios trogos, e
determine as expressdes analiticas do andamento da velocidade e de corrente
do induzido para os varios trogos durante o arranque. Considere /a,,,,=21Iy €
Iam,-n=] N-

9. O sistema Ward-Leonard tem duas maquinas de corrente continua iguais, uma
funcionando como gerador accionada por uma maquina de velocidade constante e a
outra a funcionar como motor. Estas duas maquinas encontram-se com os dois circuitos
do induzido ligados em paralelo. O circuito de excitacio do motor encontra-se
alimentado com uma fonte de tensdo continua e constante enquanto que o circuito de
excitacao do gerador se encontra alimentado por uma fonte de tensdo variavel. Através
desta fonte varia-se a excitacdo do gerador que por sua vez vai variar a tensdo aos
terminais do induzido e por consequéncia a velocidade do motor.

a) Determine o modelo matematico que lhe permita estudar este sistema.

b) Calcule a resposta de velocidade do motor para as seguintes tesdes aplicadas

aos terminais do circuito de excitagdo do gerador:
bl) Um escaldo de tensdo continua.
b2) Uma variagdo em rampa desde zero até ao valor nominal da tensdo de
excitagao.

b3) Uma variagdo sinusoidal de frequéncia angular @, e amplitude Vc.

Considere o amortecimento mecanico desprezdvel para o motor que se
encontra em vazio e que tem um momento de inércia J.
Porque ¢ que a auto-indugdo do induzido das duas maquinas pode ser

ignorada?

10. Considere a maquina de corrente continua de excitacdo série do exemplo 5.4.
Esta maquina vai ser ligada a uma fonte de tensdo alternada sinusoidal de valor eficaz
igual a 220V e frequéncia igual a 50Hz. Considere que o binario de carga ¢ igual
sucessivamente a 150Nm e 300Nm.

a) Utilizando os conceitos de amplitude complexa que se utilizam para analisar
circuitos em regime permanente em corrente alternada, determine o diagrama
vectorial que lhe permite representar o regime permanente desta maquina.

b) Calcule, para as duas situacdes referidas, os valores da velocidade de rotacao e

do factor de poténcia.
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11. Utilizando as técnicas estudadas neste capitulo, demonstre que o gerador série
¢ instdvel quando debita sobre uma resisténcia de carga e quando se encontra

directamente ligado a uma rede de corrente continua de tensdo constante.

a) Admita velocidade constante

b) Admita uma situagdo de frenagem

ANEXO

Resposta ao escaldo de sistemas de segunda ordem

A determinacao da resposta no tempo das varidveis de estado ¢ realizada pela
inversao da transformada de Laplace respectiva. Esta inversao pode ser feita recorrendo
a técnicas bem conhecidas ou a tabelas de transformadas de Laplace. Verifica-se que os
problemas que se nos pdem sao de dois tipos. O primeiro ¢ o sistema de segunda ordem

sem zeros, o segundo, ¢ o sistema de segunda ordem com um zero.

Seguidamente vai analisar-se estes dois casos recorrendo a formas normalizadas.

A - Sistema normalizado de segunda ordem sem zero

A forma normalizada da fun¢do de transferéncia de um sistema de 2* ordem sem
Zero escreve-se:

2
X(s) _ 0y,

Vo(s) 2 2
s +2§mns+mn (Al)

para v(t) — escaldo unitario, tem-se V (s)= L logo
S

2
(0]

1
X(9==
S

n

2 2
s+2§mns+0)n (A2)

Recorrendo a uma tabela de transformadas, obtém-se:

<1
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ot ——
e 2
X(t)=1—_sen (Dn 1-& t+arcos§

2

1-8 (A3)
£>1

,,/ 2
s1=-Co,+0, VE -1

1, 2 S s1t s syt
sz=-Co -0, VE -1 X=1+—2—e ' - ’
s1 - S2 s1 - S2 (A4)
2
sl—sz=2mnV§ -1

O andamento da fun¢do X(t) encontra-se ilustrado na figura A-1.

X(t)

Fig. A1 Resposta no tempo da variavel de estado X(t) de um sistema normalizado para varios factores de
amortecimentos relativo ()

B - Sistema normalizado de 2* ordem com zero

Neste caso tem-se como forma normalizada:

2
()

s+
X)) z

2 2
s +280,s+0

(A5)
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Deve procurar-se a transformada inversa da fung¢ao
2
® S+ z
X (g) = —=
z 2 2
sls +2fwy8+®
Sonston (A6)
Recorrendo a uma tabela, obtém-se:
g<1
a=-§ 0
2
o;=0, V1-§
o o at
o =artg -artg — Xp=l+Ae sen(m1t+0c)
a+z a (AT)
Vit o
a +m; (a + z) + O,
A =
bAORE
e> 1
2
s1=-Eo,+to,VE -1
2 sq1t sot
Sz=—§(1)n—(1)n E -1 Xgp=1+Be -Ce (A8)
552 S1vE
V4 S1 -S>
+ Z
C = 51 S2
V4 S1 - S
As fungdes representadas pelas equagdes (A7) e (A8) encontram-se representadas
na figura A2.
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14
X(t)

Fig

.5

15

A - familia de curvas para & =2 e {=z/wg variavel

B - familia de curvas para £ =0,5 e {=z/wg variavel

Gil Marques

20
nt

. A2 Resposta no tempo da variavel normalizada X(t).
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Capitulo 6

Estudo dos transformadores em regime transitorio

6.1 Transformador monofasico de dois enrolamentos

Modelo matematico

Seja o transformador representado na figura 6.1. Considere-se que o primadrio
(indice 1) se encontra ligado a uma fonte de energia eléctrica e que o secundario (indice

2) se encontra ligado a uma carga.

i i

—p— q <

us i > i u;
_D —

Figura 6.1. Esquema do transformador monofdsico.

Admite-se a hipotese de circuito magnético linear e represente-se a relagdo entre

os fluxos e as correntes pela equagao matricial.

-l )] o
Vo] M Ly

O modelo do transformador vira:

. dil di2
u=nih+Li—+M—= 6.2.a
1=t b 0 ( )
. dil diz
Ur =rin + M —+ L, —= 6.2.b
2 =hip Tl ( )
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Este modelo traduz-se por duas equagdes diferenciais lineares de coeficientes
constantes. E um modelo ao qual se pode aplicar a transformagio de Laplace.

Em vez das grandezas do secundario ¢ frequente utilizarem-se grandezas do
secundario reduzidas ao primario ou grandezas do primario reduzidas ao secundario.
Neste caso as expressdes tem a mesma forma, tomando os parametros valores
diferentes. As grandezas referidas ao primario sdo afectadas de um determinado factor
de proporcionalidade. No que se segue, vai admitir-se que no modelo representado pelas
equagdes 6.2 se esta a trabalhar com valores reduzidos.

Aplicando a transformacao de Laplace, obtém-se:

|:U1 (s):| _ |:r1 + Lys Ms :||:11(s)] 63)
Us(s) Ms  r+Lys| Ir(s)

Em que Uj(s),e Uy(s) sdo as transformagdes de Laplace de wu(¢) e
u, (¢) respectivamente e 11(s), e I(s) as transformagdes de Laplace de i(¢) e ip ().

Normalmente sdo conhecidas as tensdes aplicadas e pretende calcular-se as
correntes. Assim € necessario resolver o sistema algébrico (6.3).

Para a resolu¢do completa do problema, ¢ necessario introduzir as equagdes da
carga no secundario e as equagdes da fonte no primario. Isso serd feito posteriormente, e

como se vera, ndo alterara qualitativamente a analise que se fara a seguir.

Invertendo a matriz das impedancias, obtém-se:

Il(s) _ 1 5] +L2S — Ms Ul(S) (6 4)
IZ(S) _A(s — Ms I’1+L1S U2(S) ' .
Onde:
A(s)=(r + Lys)r + Lzs)—Mzs2 (6.5)
A(S) =nrn+ (Lll"z + Lzl"l )S + O'L1L2S2 (66)
em que:
2
c=1-M (6.7)
LL,
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Igualando a equagdo 6.6 a zero determinam-se os pdlos do sistema. Estes sdo
determinantes para o conhecimento do comportamento do sistema em regime
transitorio. No caso que estamos a analisar verifica-se que os polos sdo, em geral,
valores reais negativos e¢ ¢ possivel obter expressdes analiticas aproximadas para

determinar os seus valores.

Determinacio de expressoes analiticas aproximadas para os polos

Considere-se o polindmio caracteristico (6.6). As suas raizes podem obter-se
facilmente utilizando a equagao resolvente das equagdes do segundo grau. Contudo,
uma vez que a impedancia de dispersao ¢ normalmente muito pequena comparada com
a impedancia de magnetizacao, ¢ possivel obter expressdes simples para os valores dos

polos e das respectivas constantes de tempo.

Assim, para frequéncias muito baixas faz-se a aproximagio s> —>0 e o
determinante reduz-se a:
nrn +(Lll’2 +L2Vl )Sl =0 (68)
donde:
nr
sp=——12 6.9)
Lll"z + Lzl’l
A que corresponde a constante do tempo
1 Ly L
S1 n )

Esta constante do tempo ¢ relativamente elevada pois na sua expressao figuram as
indutancias proprias que tomam valores elevados. O polo correspondente encontra-se
assim proximo da origem.

Considerem-se agora frequéncias muito elevadas. Neste caso ¢é o termo

independente que ¢ desprezavel. Assim:

(L1V2 + Lzl’l )S + GLlesz =0 (61 1)

Que tem como solugoes:
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5 =0 (6.12)
sy=_binthn _ _1fn n (6.13)
oliL, o\l L

A solugdo s5;=0 corresponde a uma aproximacdo grosseira da raiz obtida
anteriormente com mais precisdo, equacdo 6.9. Consideremos assim apenas a ultima
solucao.

Este polo esta necessariamente associado a dispersdo. A correspondente constante

do tempo vale:

(6.14)

As expressoes 6.10 e 6.14 permitem um célculo analitico das duas constantes de
tempo do transformador. Visto ¢ ser um valor baixo, estas duas constantes de tempo
terdo valores bastante diferentes sendo T, >>74.

A expressao para o determinante podera escrever-se da seguinte forma:

A(s)=nry (1+57, 1 +574) (6.15)

Interpretacao.

Utilizando esquemas equivalentes reduzidos ¢ facil verificar que as duas
constantes de tempo podem ser determinadas a partir dos pontos indicados na figura

6.2.
"1 I L r;

ry l] 12 r

Ty —»

X

Figura 6.2. Obtengdo das constantes de tempo do transformador.
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Quando existir um circuito RL na carga, os valores dos pardmetros desta carga
poderdo ser incorporados nos parametros do transformador e considerar que este se
encontra em curto-circuito. Neste caso a resisténcia do secundério a considerar serd a
soma da resisténcia do secundario com o valor da resisténcia da carga. O mesmo se
passa para o coeficiente de indug¢do propria do secundario. As expressdes atras
deduzidas continuam validas. Neste caso o valor da dispersdo equivalente vai ficar

consideravelmente aumentado.

Um aspecto interessante do ponto de vista tedrico, consiste no caso em que nao
existe dispersdo, isto ¢ 6=0. Neste caso a constante de tempo 7, tende para zero, o que €
o mesmo que dizer que o polo associado tende para infinito. Nesta situacdo o modelo
matematico fica reduzido a um sistema de primeira ordem. No esquema equivalente os
coeficientes de inducdo que representam a dispersdo sdo nulos, /,=/,=0. As correntes i; €
i’ podem sofrer descontinuidades embora estas descontinuidades estejam sujeitas a
restricdo Ai;+Ai,=0. Note-se que a soma destas duas correntes ¢ a corrente de
magnetizacao que circula por uma bobina no esquema equivalente e por consequéncia
ndo pode sofrer descontinuidades. Nesta situagdo o determinante da matriz dos

coeficientes de indugao ¢ nulo.

Exemplo 6.1

Cadlculo das constantes de tempo de um transformador.

Considere um transformador monofdsico com os seguintes pardmetros:

r,=0,72Q r,=0,72Q 1,=1,=0,0029H M=14,22H

a) Calcule as constantes de tempo relativas a este transformador e
verifique se as aproximag¢des referidas sdo aceitéveis.

b) Considere uma carga resistiva no secundario igual a carga
nominal (R=116.2Q)

Resolugdo:

a) Atendendo as equacdes 6.6 a 6.14, tem-se:

6=4.12 10"

Os valores exactos para os pdlos sdo obtidos pela resolugdo da
equagdo do segundo grau 6.6. Obtém-se:

S1=-245.7391 S2=-0.0253

Por outro lado, tem-se:
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1,=1,=19.7506 s 1=39.5 s

T=4.1 ms

Os valores aproximados para os pdlos sdo:

S,=-245.7644 S,=-0.0253

Como se pode ver as expressdes que determinam os valores dos pdlos
d3o uma precisdo aceitével. Note-se também que a relacgdo entre as duas
constantes de tempo é superior a 1000.

b)Com carga resistiva, os cdlculos sdo semelhantes. Obtém-se:

S,=-19907 S,=-0.000005

Utilizando as expressdes desenvolvidas, tem-se:

T.= 19.7506 s 1,= 0.1227 sT=19.8732 s

lo
7= 0,05 ms
Os valores aproximados para os pdlos sdo:

S,=-19907 S,=-0.05

Funcoes de transferéncia

Fazendo os produtos matriciais da equagdo 6.4 obtém-se:

L (s) =Y 1(s)U1(s) + 2 (s)U2 () (6.16)
I (s) =Y 1()U;(s) + Yp ($)Uz(s) (6.17)
onde:

B (1+120s)

W)= e Yt sry) (6.18)
— Ms

Na(s) = rlr2(1+s1m)(l+sfd) (©6.19)
Y1(s) =12(s) (6.20)

_ (1 +7'-10s)
2= st Yi+sty) (621)
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Estas fungoes de transferéncias tém as dimensdes de uma admitancia e relacionam
as transformadas de Laplace das correntes com as transformadas de Laplace das tensoes

aplicadas ao transformador.
Mapas de polos e zeros

O transformador ¢ caracterizado por dois polos reais: um proximo da origem que
estd associado a constante de tempo de magnetizagdo e o outro longe da origem
associado a constante de tempo de dispersao. Enquanto que os podlos sdo iguais em
todas as fungdes de transferéncia, os zeros dependem da funcdo de transferéncia que se
estiver a considerar.

A figura 6.3 ilustra este aspecto.

A
Imag.
Yu
D Re.
AV4 A\ AV4 »
/\ \ VAN L
1 . 1
- o
A
Imag.
Y]Z Yz]
Re.
AV4 N AN »
7} < »
1 _x
- T,
A
Imag.
Y.,
T Re.
AV4 o AV4 »
/\ \ VAN L
1 _L
Ta Tn

Figura 6.3. Mapa de polos e zeros das admitancias.
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Transformador em vazio

Quando a corrente 7, =0, o modelo do transformador reduz-se a:

U= rlil + % Y= Llil (622)
dt
Uy = dd% v, = Mij (6.23)

A relagdo entre os transformadas de Laplace da corrente no primario e da tensao

no primario ¢ dada por uma fung¢ao de transferéncia que se pode traduzir por:

Uis) _ 1 Uy(s)

Ii(s)=
1) n+Lis nl+st

(6.24)

So existe uma constante de tempo dada por 7;. Note-se que esta constante de

tempo pode ser obtida de 1,, fazendor, tender para infinito.

A relagdo entre a tensdo no secundario e a tensdo no primario pode ser obtida

através de:

Us(s) = sy2(s) = sMIy (s) =:—I%Ul(s) (6.25)

A fungdo de transferéncia 6.25 traduz-se por um zero na origem e num podlo

correspondente a constante de tempo 1;9. O seu diagrama de Bode serda o que se

encontra representado na figura 6.4.
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— T T T

— T

N 10° 10" 10° 10
Frequency (rad/sec)
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(o2}
o

Phase deg
w
o

- O

° 10° 10" 10° 10
Frequency (rad/sec)

Figura 6.4.Diagrama de Bode do transformador em vazio.

Facilmente se pode concluir que o transformador s6 funcionara para frequéncias

superiores a um determinado valor que depende da constante de tempo 1.

Exemplo 6.2
Calculo da frequéncia de corte do transformador em vazio.
Considere o transformador do exemplo 6.1. Calcule a frequéncia de

corte quando este se encontrar em vazio.

Resolug¢édo

=

A frequéncia de corte é dada por

0. =1/1,

crit

Neste caso obtém-se

® _..=0.05rad/s

crit

O que corresponde a 0,008Hz

Arranque do transformador em vazio. Saturacio magnética

No regime transitorio de ligagcdo a rede surge a possibilidade do aparecimento de

correntes elevadas devido a saturagdo do ferro no nucleo do transformador. Este
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fendmeno ndo estd representado no modelo que temos vindo a analisar que ndo

considera a satura¢ao do ferro.
No transformador em vazio, e desprezando a resisténcia do primario, tem-se

uy =dyq/dt. Se num instante t=0 se se aplicar uma tensdo sinusoidal, a solu¢do da

equacdo anterior tera duas componentes: a resposta forgada y; e a resposta livre .
Considerando que o nucleo se encontra desmagnetizado e que no instante inicial se

aplica a tensdo no momento em que passa por zero (esta ¢ a pior situagdo) tem-se

y(t=0)= -y«(t=0). O fluxo atinge aproximadamente o dobro do seu valor em regime

permanente meio periodo depois. Como ha saturagdo, a este valor corresponde uma

corrente muito elevada.

150

Tensao [A]
o o
o o o
Fluxo [Wb]

o
o

-100
-150 .
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Tempo [s] Tempo [s]
0.5 50
40 ||
g S30f o |- e
g Ofp----"---- 5
5 ®
z 220F |-l e
9 . .
5 . .
O 10} rﬂ
05 ' : ' 0 -
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0 0.04 0.06 0.08 0.1
Corrente [A] Tempo [s]

Figura 6.5. Transitorio de arranque do transformador em vazio.
A figura 6.5, obtida através do programa de simulagdo que se encontra em anexo a
este capitulo, ilustra este transitorio. O fluxo no nucleo vai perdendo a sua componente
de regime livre e a corrente atinge valores muito elevados nos primeiros instantes. Note-

se que a figura esta tracada numa escala que ndo permite ver a corrente de regime
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permanente. O valor maximo da corrente atinge os 250A (Nao visiveis na figura). Em
regime permanente obtém-se a figura 6.6. esta figura foi obtida com o mesmo programa

de simulacgao.

150 T T — - 0.5 T - - -
100
z 50 =
) =)
Q 0 o
$ 3
F 50 -
-100
-150 -0.5
9.9 9.92 9.94 9.96 9.98 10 9.9 9.92 9.94 9.96 9.98 10
Tempo [s] Tempo [s]
0.5 T T 4 0.5
<
o
N
g
£
[0
Qo
=
g
S
(&)
0.5 -0.5
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 9.9 9.92 9.94 9.96 9.98 10
Corrente [A] Tempo [s]

Figura 6.6. Regime permanente em vazio.

A figura 6.7 mostra o andamento das tensdes do primario e do secundario para o
mesmo transitorio da figura 6.5. Note-se que apesar dos picos elevadissimos da corrente
do primario, a forma de onda da tensdo do secundario tem uma forma de onda quase
sinusoidal ndo se traduzindo este fendomeno num mau funcionamento consideravel do

lado do secundario.
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200 : : : :

100

U1 V)
o

-100

-200

200

100

0

U2 [V])

-100

_200 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Tempo [s]

Figura 6.7. Transitorio de arranque do transformador em vazio.

Transformador em curto-circuito

Considere-se um transformador em curto-circuito no secundario com o esquema

equivalente reduzido representado na figura 6.8.

oo L ir 12

u

Figura 6.8. Circuito equivalente.

A impedancia equivalente vista do ponto P Pode ser calculada por:

sM(rz + slz)
Z, (8)=sl + —=—=* 6.26
g =sh+= (6.26)
pois Ly=M+1, (6.27)
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A expressdo Z,, pode por-se noutra forma

sl (ry + sLy )+ sMry + slez

Z,,(s)=
eq( ) 5] +SL2
11(1+SL2)+M+SMI2 (6.28)
r r
Zeq(s):s 2 7 2
1+52
)

Considerando a simplificacao 6.29 e desprezando o terrnolﬁl facea l,

M=L, (6.29)
sl—1+1+sll
r r
Zeq(S)=SL22—L2
1+5-2
n
n n
Zeq (5)= SLZ 1+ %)
o
I+s7
Zy,(s)=sL = 6.30
e =sla (6.30)
onde:
h+1 L
T, =12 Tyg =2 (6.31)
n )

A equacdo (6.30) traduz a variagdo de impedancia equivalente vista do ponto P em
funcdo de frequéncia. A fungio Z,, ) ¢ a funcdo de transferéncia que permite calcular a

corrente em fungdo da tensdo. A fungdoZ,, representa a reactdncia operacional do

transformador em curto circuito.
Pode definir-se uma indutancia operacional de modo que:

I+57T,,
1+ ST

Z€Q(S) = SL€C](S) Leq(s) =L, (6.32)

Gil Marques 02-04-02



226 Dindamica das Maquinas Eléctricas

O diagrama de Bode de L., (s) encontra-se representado na figura 6.9. O

correspondente diagrama de Nyquist encontra-se na figura 6.10.

50 T T T
m
©
c
‘©
O
50 i i .
10" 10° 10° 10° 10*
Frequency (rad/sec)

o T T T

Phase deg

Frequency (rad/sec)

Figura 6.9. Diagrama de Bode.

N » o ©

Imag Axis
o

'
(2]

Real Axis

Figura 6.10. Representagdo no plano de Argand.

Exemplo 6.3

Calcular as constantes de tempo do transformador em curto-circuito.

Resolugdo

Das expressdes 6.31 tem-se:
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1,=0,0081 s  1,=19.75 s

Transformador de intensidade de corrente

Considere-se o transformador em curto-circuito a funcionar como transformador
de corrente. Importa saber a funcdo de transferéncia que relaciona a corrente no

secundario /(;) com a corrente no primario /().

i
i
(a) Esquema.
7 ll l] 12 . 2

)
_|:|_>_KYY\__NY\_<__|:|_

u §M

(b) Circuito equivalente.

Figura 6.11. Transformador de intensidade.

Partindo do circuito equivalente da figura 6.11 tem-se:

Ls)=—M ) 633)

n+ S(M + 12
o que ¢ equivalente a:
Iz(S)_SM/Lz_M S M S

L, L, 720

(6.34)

Esta fun¢do de transferéncia encontra-se representada na figura 6.12.
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— T T T

Phase deg
()]
o

w
o

10° 10

K 10 10"
Frequency (rad/sec)

- O

Figura 6.12. Caracteristica do transformador de corrente.

Verifique-se que o transformador de corrente tem uma funcdo de transferéncia
plana para altas frequéncias (da ordem das dezenas e centenas de Hz. Para frequéncias

muito mais elevadas ha que considerar outros efeitos nao considerados no modelo.

02-04-02
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6.2 Transformador monofasico de 3 enrolamentos.

Equacoées

Considere-se o transformador de 3 enrolamentos representado na figura 6.13.

iy
. C > <
17 D) iug
I g

i d
Uj

VAV,

'i3
d

B
D i‘”

Figura 6.13. Transformador de 3 enrolamentos.

O modelo deste transformador sera:

., dy
U =nip +— 6.35
iU (6.35)
- dyy
Uy = iy +—= 6.36
2=nh (6.36)
. dys
Uz = iz +——= 6.37
3=nE (6.37)

A relacdo entre os fluxos e as correntes serd dada pela matriz das impedancias.

V1 Ly Lip Liz |4
Vo |=|La1 Lo Lp3|i (6.38)
V3| L1 Lz L3373

Substituindo as equacdes 6.38 em 6.35, 6.36 ¢ 6.37 obtém-se um sistema de 3
equagoes diferenciais de coeficientes constantes. Pode aplicar-se a transformacao de

Laplace, obtendo-se :
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Us) | [n+Lys  Lyps Lizs | 4(s)
Uz(S) = L21S n+ L22S L23S ]2 (S)
U3 (s) L3 18 L32S r+ L33S ]3 (S)

(6.39)

A este sistema de equagdes pode fazer-se corresponder o esquema equivalente da figura

6.14.

v LiLi-ListLys  Lo-Lpy i, 12

_fYYL‘_D_

I
Lzz-L23§
Lss-Lsi py i U,
LYY\ |4
Uuj
Lo
v
% L3-Los usz

v

Figura 6.14. Circuito equivalente do transformador de 3 enrolamentos.

Se se aplicar a transformagao :

I 0 O
C=|0 kK, O
0 0 kK
obtém-se para a matriz das impedancias:
n +L1 15 klezs k3L13S

CTZC = k2L21S k22 (1’2 +L22S) k2k3L23S
2
k3Lzis koksLsy k3 (ry +Lazs)

(6.40)

(6.41)

Em vez da matriz original 6.39, tem-se agora a matriz modificada 6.41. Estas

matrizes representam a mesma realidade e sdo fomalmente semelhantes. Apenas os
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parametros sdo diferentes. Como k; e k3 sdo arbitrarios, os novos parametros terdo agora
valores que podemos escolher com dois graus de liberdade. O novo circuito equivalente
sera semelhante ao da figura 6.14. Naturalmente que os novos pardmetros sdo os que
figuram na matriz da equagdo 6.41. E possivel simplificar o circuito escolhendo valores

de k;, e k3 convenientes. Fazendo:

k2 = — c k3 = — (642)

obtém-se o circuito equivalente reduzido. Este circuito também ¢ semelhante ao da

figura 6.14.

Esquema equivalente simplificado
O circuito equivalente pode ser simplificado se se adoptar:

ko b ky =212 (6.43)

Ly3 Lys

que correspondem a valores proximos dos adoptados nas equagdes 6.42. A matriz das

impedancias sera:

n+Ls L,s L,s
2
L
Z'=| Lys |23 | (r+Lyys) L,s (6.44)
Lys
1oV
12
L,s L,,s (L—B} (r3 +L33s)
onde
L, Lishiy (6.45)
L3

O circuito equivalente sera:
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rz 1z
Y'Y D.‘
ry I] lg 1 r
_|:|_>_NY\_<._/YY\_<__|:|_ u
. 3
h

v

Figura 6.15. Circuito equivalente do transformador de 3 enrolamentos.

Onde
Zl = Lll - Lm (646)
2
L
L=23|1,y-1L, (6.47)
L3
2
Iy = Lz Ly;—L, (6.48)
Ly

O circuito equivalente da figura 6.15 resultou da escolha de 4, e k; que anulam os
dois ramos L;,-Ly; € L;3-Ly; do circuito da figura 6.14. Este € o circuito equivalente

normalmente utilizado no estudo de transformadores de trés enrolamentos.

Reactincia Operacional de um transformador monofiasico de 3
enrolamentos

E importante compreender-se o comportamento dindmico dos transformadores
pois o seu conhecimento ¢ necessario em muitas situagdes, inclusivamente quando se
estudam outras maquinas eléctricas como sao os casos das maquinas sincronas e
assincronas. Com o objectivo de esclarecer alguns aspectos que serdo utilizados no
estudo da maquina sincrona em curto-circuito, vai-se introduzir o conceito de reactancia

operacional de um transformador com trés enrolamentos.
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Considere-se o secundario e o terciario em curto-circuito. Pretende saber-se qual a

impedancia equivalente vista do primario. O modelo sera:

Ui | |n+lus  Lips 0 Lizs | 1i(s)
0 = L21S "+ L22S L23S 12 (s) (6.49)
0 L31S L32S B+ L33S [3 (s)

Fazendo uma parti¢do como se indica na equagao 6.49, o modelo pode escrever-se

GHe 2l
0 Zy1 Zyp || X»

na forma condensada 6.50.

resolvendo, tem-se:

-1
{U1=211X1+212X2 Uy =Z11X1 - 21225, 221 X1 651)
_ —1 '
0=21 X1+ 222X Xy =-Z5771X;
Obtém-se:
U, =7X, (6.52)
com:
-1
Z=211-212Z22n) (6.53)
A nova matriz Z sera dada por:
n+Lis Liys Liss 1
Z:|:1 11 12 :|—|: 13 :|—[L31S L32S] (654)
L21S %) +L22S L23S 3 +L33S
7 |:I"1 +L1 15 leS :|_ 1 L13L31S2 L13L32S2 (6.55)
L21S %) +L22S ! +L33S L23L31S2 L23L32S2

ou seja:
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L3y Ly5s ( 1. Li3lass ]S
—— 12 —— >

3 +L33S
Ly3Lsys Ly3L3ys
L21— 234531 P+ L22— 234532
| r+ l/j3S 3 +L33S |

Tendo em atencdo que a matriz dos coeficientes de inducdo € simétrica e

(6.56)

definindo as indutancias operacionais transitorias,

\ L3 s 6
Li(s)=Lj—— 57
1(s) =1Ly t Lys (6.57)
Lyy(s)= Loy — Lss (6.58)

22 22 3 +L33S ’
M ()= [, — 1231315 (6.59)

! +L33S
obtém-se:
|:U1(S):| _(ntLuls)s Megs [ll(S)] (6.60)
0 M('S)s ) +L‘22(s)s I (s)

A equagdo 6.60 tem a mesma forma que a equacao 6.49. Em vez das indutancias
constantes t€ém-se agora indutdncias operacionais transitorias dependentes de s. Pode

voltar a aplicar-se a mesma técnica. Assim, tomando a segunda equagao,

My shy(s) + (r2 + Ly (s)s)12 (s)=0 (6.61)

donde

M&S)S
()= _1(5) (6.62)
m + L22 (S)S

e substituindo na primeira equagao, obtém-se:
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! M(S)S
Ui(s)=[n +Lj1(s)s ———F— |[1(s) (6.63)

Pode assim definir-se uma nova indutancia operacional subtransitoria,

" ' ME?)S
Lyy(s) =Ly (s) - , (6.64)
n+ L22 (S)S
A corrente do primario pode ser obtida por
hs)=—26) (6.65)

1+ Lyi(s)s

Expressdes aproximadas para as indutincias operacionais desprezando
as resisténcias.

Quando se desprezam as resisténcias, as expressoes, 6.57-59 simplificam-se dando

origem a:
Lvn(s)=L11%:L11[1lGLjZ“ ]=<713L11 (6.66)
Lyy(s)=Ly; - % = Lzz[l - lfl?“ J: 023097 (6.67)
M&s) :1421—1422’3];31 =13 1—% =0123L2] (6.68)

Estas fungdes degeneram assim em valores constantes. A indutancia operacional

subtransitoria sera;:

2 2
" G L
Lyy(s) = 0130y — 221 (6.69)
02307

Estes sdo os valores que se obtém das indutancias operacionais quando a

frequéncia tende para infinito.
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6.3 Transformador trifasico de 3 colunas

Constituicao

A figura 6.16 apresenta o esquema do transformador trifasico de 3 colunas. O

primario ¢ designado pelo indice p e o secundario pelo indice s.

lp2 lpj

q < < d <

iupj iup2 ium

l-s] Is2 is3

! =
Ugp D U [Z2%]

Figura 6.16. Transformador trifdsico de trés colunas.

NNN

Modelo matematico

O modelo do transformador trifisico de trés colunas pode ser obtido recorrendo
aos seus coeficientes de indugdo. Uma vez que ndo ha movimento, apenas interessam as
equagdes eléctricas que resultam da lei geral de indu¢do. Embora haja uma ligeira
assimetria da fase colocada na perna intermédia ¢ frequente a ndo consideragcdo desta

assimetria e supor que se estd a trabalhar com um transformador de nicleo magnético

simétrico.

Transformador trifasico de nucleo magnético simétrico

A matriz dos coeficientes de inducdo de um transformador trifasico de nucleo

simétrico tem simetria ciclica. Esta matriz esta representada na equagao 6.70.
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LPP MPP MPP LPS MPS MPS

MPP LPP MPP MPS LPS MPS
MPP MPP LPP MPS MPS LPS
L ps M ps M ps Ly Mg Mg
M ps L ps M ps My Ly Mg
M ps M ps L ps My Mg Lg

Banco de trés transformadores monofasicos

237

(6.70)

No caso de bancos trifasicos de transformadores monofésicos, ndo existe ligacao

magnética entre as diferentes fases. A matriz dos coeficientes de indugdo terd varios

elementos com valor nulo equacao, 6.71.

(L,, O Ly 0 0
0 L, 0 Ly 0
0 0 L, 0 0 Ly
Ly 0 0 Lg 0 0
0 Ly 0 0 Ly 0
| 0 0 Ly 0 L

6.71)

Aplicacao da transformaciao de Concordia ao transformador trifasico
de nucleo magnético simétrico.

Aplicando a transformacdo de Concordia, e atendendo a simetria da matriz 6.70 e

tendo em conta os resultados do capitulo 3, obtém-se:

Ly, —Mp, 0 0 Lys =M s 0 0
0 Ly, =M p, 0 Lys =M ps 0
0 0 Ly, +2M ), 0 Ly +2M g 671)
Lys =M ps 0 0 Lo —M 0 0
0 Lys =M ps 0 Lo —M 0
0 0 Ly +2M 0 Lo, +2M g |
Definindo:
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M =L, —M,

Dindamica das Maquinas Eléctricas

Lop =Ly, +2M p,

Lyg =Lgg +2M g

My =Ly +2M g,

(6.72)

(6.73)

(6.74)

obtém-se 3 esquemas equivalentes representados nas figuras 6.16 a 6.18.

Verifica-se que o transformador tem um comportamento semelhante para as

componentes & e B. Uma vez que o circuito equivalente é 0 mesmo. O comportamento

em relagdo as componentes homopolares ¢ diferente. Este comportamento também

depende do tipo de ligagdes do primdrio e do secundario, estrela, triangulo, com ligagdo

do ponto neutro ou sem ligagao.

Gil Marques
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Upp M Ups

Figura 6.18. Circuito equivalente segundo .

Figura 6.19. Circuito equivalente segundo 0.
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Exercicios

I
Considere um transformador trifisico com as seguintes caracteristicas:
SN=100kVA  Xcc=8% Ree=3% [0=4%
1.1 Calcule o factor de dispersao deste transformador.
1.2 Fazendo as aproximagdes que achar necessdrias e convenientes determine as

varias constantes de tempo bem como os polos e zeros das varias fungdes de

transferéncia definidas neste capitulo.

1.3 Em fungdo dos valores obtidos na alinea anterior, trace os diagramas de Bode
que relacionam, em vazio, as tensdes do secundario com as tensdes do
primario.

1.4 Trace o diagrama de Bode que relaciona, em curto-circuito, a corrente no

secundario com a corrente no primario.
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Anexo A6. Simulacao do transformador em vazio
considerando a saturacio magnética.

O sistema representado na figura A6.1 serve para a simulacao do transformador
em vazio. A representacdo da saturagdo magnética ¢ feita recorrendo a fungdo flu] que
representa a corrente de magnetizagdo em funcao do fluxo. Foi usada uma funcao

polinomial de terceira ordem.

Fig. A6.1. Simula¢do do transformador em vazio considerando a saturagdo

magnética.
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Capitulo 7

Regimes transitorios das Maquinas Sincronas

7.1 Introducao

Neste capitulo vai fazer-se a andlise de alguns transitorios que podem ocorrer nas
maquinas sincronas.

Para a resolugdo da maior parte dos problemas relacionados com o regime
transitorio das maquinas sincronas, as equacoes usadas sao as de uma maquina sincrona
com dois enrolamentos amortecedores, um segundo o eixo d e o outro segundo o €ixo g.
Embora seja apenas uma aproximacao, os resultados obtidos sdo suficientemente
aproximados para a maioria das aplicagcdes. Por exemplo, os conceitos de reactancia
transitoéria e subtransitoria, que serdo vistos neste capitulo, dependem desta
simplificagdo.

Tem-se verificado que o modelo descrito neste capitulo ¢ suficientemente
aproximado para o estudo das maquinas sincronas de polos salientes utilizadas em
centrais hidroeléctricas etc. A interpretacdo dos resultados obtidos nas maquinas de
rotor macico requer algum cuidado pois normalmente sdo necessarios mais do que dois
enrolamentos amortecedores para se obter uma aproximacgao razoavel.

O objectivo principal deste capitulo consiste em leccionar conhecimentos que
permitam a determinacdo dos transitérios usando simulagdo em computador por
integragdo do modelo matematico obtido no capitulo 3. Para isso vai recorrer-se a um

programa de simulagdo que se encontra descrito em anexo e que permite facilmente
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obter a solucdo das equacdes diferenciais na generalidade das situagdes. Em alguns
casos obtém-se solugdes analiticas aproximadas, que embora muito laboriosas,

permitem uma boa interpretagdo dos resultados.

7.2 Modelo das Maquinas Sincronas com enrolamentos de
excitacio e enrolamentos amortecedores

Considere-se uma maquina sincrona de poélos salientes com dois enrolamentos
amortecedores no rotor, um segundo a direc¢do transversal e o outro segundo a direc¢ao
longitudinal.

As suas equagoes, no referencial do rotor alinhado com a pega polar, cap 3, sdo:

Ug =rgly +%—ppwqu (7.1a)
Uy =TIy +%+Ppwm‘//d (7.1b)
U, =ryi, + d;;‘) (7.1¢)
up=reiy +dl§—t‘f (7.1d)

up =rpip +d‘§tD (7.1¢)
ug =rpig +dd¥ (7.19)

u, =u,=0 (7.1g)

O binario, vem:
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Mem:pp(ll—/sx;s):pp(Wdiq _l//qid) (7.2)

A estas equacdes € necessario introduzir as relagdes entre os fluxos e as correntes,

isto é:

Yy Ly Mgy Mgp|lig

Vpl |Map Mp Lp |ip
Vo| |[Mgo Lo Jio
v, =L,i, (7.5)

Os valores das indutancias podem ser reduzidos com um factor arbitrario como se

fez no caso do transformador. A forma mais simples ¢:

Liyg +la Lina Lia
Zgl=| Lwa  Lma+ia  Lma (7.6)
Lina Liwa — Lma +1f
L, +! L
e, J=| e e T (1.7)
Lmq Lmq +qu
onde:
Ld = Lmd +1a
Lf = Lmd + lf
LD = Lmd +lkd (78)

Ly=Ly,+l,

LQ = Lmq +lkq

As equagdes 7.1, 7.6, 7.7 ¢ 7.8 correspondem os esquemas equivalentes da figura 7.1 e
7.2.
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Vg pp On [} d la r r / 7
L] ( ) ’ |
- + r'p lf
Ug Ml L p Ur
dt md % lkD

Figura 7.1 : Esquema equivalente segundo d.

r ppa)m iq la
+ - ro
u dy, I
q @ Lna § o

Figura 7.2. Esquema equivalente segundo q.

Estes esquemas equivalentes sdo semelhantes aos utilizados no estudo do
transformador de 3 e 2 enrolamentos. A tensao aplicada ¢ a tensao resultante do efeito
transformador.

No anexo A encontra-se descrito o programa de simulacdo que se designou por
“sindqfDQ”. Foi desenvolvido em ambiente MatLab/Simulink e utiliza as equacdes 7.1
a 7.4. Permite obter facilmente alguns transitorios mais usuais deste tipo de maquinas.
Considera-se como entradas as tensdes aplicadas a maquina e o bindrio de carga.
Conhecendo estas grandezas o programa permite calcular o andamento das correntes,
bindrio e velocidade.

Em muitas situagdes convém conhecer analiticamente o comportamento
transitorio destas maquinas. Este estudo pode ser feito quando a velocidade for
constante pois as equagdes sdao equacdes lineares. Para tal faz-se uso da transformacao
de Laplace.

Aplicando a transformagdo de Laplace, e substituindo as expressdes dos fluxos

pelos produtos das matrizes das indutancias pelas correntes, obtém-se :
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[ug | [ry+Lys M g5 M ips — Ly —a)MqQ_ ig
uf Mfds rf+LfS Mﬂ)s 0 0 if
up |=| Myps MfDS rp+Lps 0 0 ip (7.9)
Ug WLy a)Mfd oM 4p gt LqS MqQS iq
hqu | 0 0 0 MqQS VQ +LQS_ lQ

Modelo da maquina em valores por unidade

Em valores por unidade, as reactancias e as indutancias t€m o mesmo valor. No
estudo das maquinas sincronas tém-se utilizado, por tradi¢do, as designacdes das
reactancias em vez das indutancias. No que se segue os valores dos coeficientes de
inducdo foram substituidos pelos valores das reactancias em valores por unidade.

O modelo da maquina sincrona ¢ representado por um sistema de equagdes
lineares. Para a sua resolu¢ao vai ser utilizada a técnica usual baseada na transformacao
de Laplace.

Em termos formais, a unica diferenga consideravel € a substitui¢do do termo p,r,

por ®, como ja se fez nas equacdes 7.9.

Impedancias operacionais

Reactiancias Operacionais da Maquina Sincrona

A transformacdo de Laplace ¢ aplicada inicialmente as equagdes 7.1 a 7.8 ou aos
circuitos das figuras 7.1 ¢ 7.2.

Em muitos problemas, as correntes do circuito de excitagdo e dos enrolamentos
amortecedores nao sdo necessarias ¢ podem ser eliminadas das equagdes utilizando
processos analogos aos utilizados no estudo do transformador.

Isolando os termos de efeito transformador dos outros:

Gil Marques 02-04-02



246

Dindamica das Maquinas Eléctricas

[u, +a)\//q* [y +Lys M zys M gps 0 0 ig
uy Mfds I’f+Lfs MfDS 0 0 if
0 Mgps  Mgmps rp+Lps 0 0 ip |(7.10)
Uy —OY g 0 0 0 rgtLlgs  Mgps | ig
i 0 I 0 0 0 MqQS I’Q +LQS~ _iQ_

As correntes dos enrolamentos amortecedores podem ser dadas pelas correntes do

induzido e pela corrente de excitagdo. Utilizando as equagdes das linhas 3 ¢ 5. Tem-se:

MqQS ;

iHD=— 7.11

0 0 +LQS q ( )
M mys

ip=-—ddb> ; _ D" (7.12)
I’D+LDS I’D+LDS

Eliminando a 3* e 5* equagdes e introduzindo os resultados de 7.11 ¢ 7.12 em

7.10, tira-se:
[ M2 2 M, M s> ]
rg+Lgs— dD Mfds— d /D 0
rptLps rp+Lps _
Uug +0Yq M DMﬂ)s2 MJ%DSZ ‘d
u =(M 15— re+Lyes— 0 i
Z)l// Jd D +LDS f f D +LDS f
U, — i
q d MZQSZ | “q
0 0 rs+Lgs -z
0 +LQS
(7.13)
Definindo:
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2
M5 s
Ly(s)=1Lg -—4L
rp+Lps
2
M-S
' 7.14
Lp@)=Lp-— (7.14)
rp +LDS
M M s
ap™
M =M ¢ — :
Jd (s) Jd rp+Lps
2
M s
Ly(s)=L,-—L
0 +LQS
As equagdes tomam a forma:
ug+oy, | |7stLa(s)s Mg (s)s 0 iy
uf =| Mf(s)s  ry+Ly(s)s 0 if (7.15)
ug =Yg 0 0 rs +Lg(s)s || ig

As equagdes 7.15 contém a mesma informagado que as equagdes originais que lhes
deram origem (7.10). S3o uma forma condensada de representar o modelo da méaquina
sincrona. Tomando a segunda equacao obtém-se:

M
is e o Ma®s (7.16)

) ry +L'f(s)s ry +L'f(s)s

Substituindo em 7.15 obtém-se uma forma ainda mais compacta:

up (7.17)

i

2 2
. M7(s)s . M . (s)s

wg+ow,| |+ Lys-L0E g, X IZAS)
ug—oy, | rp+Ly(s)s re+Lr(s)s
0 rg+Ly(s)s 0
Na equacao 7.17 os termos da direita sao as derivadas dos fluxos yd e yq & parte
das quedas de tensdo resistivas. Obtém-se uma matriz diagonal que relaciona os fluxos
com as correntes nos eixos d e q. Pode representar-se este facto com o recurso a dois

conceitos: o de reactancia operacional segundo d e reactancia operacional segundo q.

Assim, executando os calculos obtém-se:
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X, ()
Wq(s) =1 Iq(S)
(0}
e
Vqa(s)= —XZ)ES) I;(s)+ GaE:) ur(s)
Onde
M2 s2
Xd (S) = wOL'd (S) = a)o Ld (S)S —L
p +LDS
M2 Ky
= - Y
KR i
M
G(s) = o, )
I’f +Lf(S)S

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

O factor w ¢ introduzido apenas para que X, € Xy tenham dimensdes de uma

reactancia. As fungdes Xy , Xy sdo fungdes de s, obtidas em cada caso como o

cociente de dois determinantes, cada um dos quais, quando trabalhado, pode ser posto

na forma de uma expressdo polinomial em s. Apods alguns calculos laboriosos,

obtém-se:

1+s7T

X, (s)=4X N
1 q1+s1q0
1+57,)(1+sT,
X, (s)= X, (1+574)(1+57)
(A+sth)d+57T4,)
G(s) = (+sTia)  Xpa

(+5Ty)1+5Ty,) 77

Os valores das constantes de tempo estdo definidos na sec¢do seguinte.
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Constantes de tempo da maquina sincrona:

As expressdes 7.23 a 7.25 estdo escritas em termos das constantes de tempo da

maquina sincrona. Estas sdo definidas como:

Longitudinais

Transitoria em circuito aberto

' X+ X
1, =S T md (7.26)
0)0rf
Transitoria em curto-circuito
xf + X md*a
! X, +
T, = md T Ya (7.27)
0)07’ f
Subtransitoria em vazio
" X X
P S et (7.28)
do kd
Worp Xpd +x 7
Subtransitoria em curto-circuito
S [V Yma¥aXy (7.29)
d Wo7rp kd XmdXa +dexf +XgX f .

Transversais

Subtransitoria em vazio
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Ty, = Xpg + X 7.30
qo 007 ( kq mq) ( )

Subtransitdria em curto-circuito

" 1 X X
T, = Xy +—4 (7.31)
010 X mq T ¥q
Dispersao dos amortecedores
Ty =—Xd (7.32)
W'D

As constantes de tempo sdo divididas por o pois estdo expressas em segundos e

utilizam valores das reactincias e resisténcias em valores por unidade. Para serem

postas em valores por unidade devem ser divididas pelo valor de base de tempo.

T, =— (7.33)

Durante o regime permanente, quando todas as varidveis relativas aos dois eixos

forem constantes, tem-se s=0, ¢ de acordo com as expressoes 7.12, 7.13 e 7.14, tem-se:

Xq(s)=Xy4 (7.34)

X, (=X, (7.35)

G(s) = Xmd (7.36)
Ty

Durante os transitorios rapidos s tende para infinito e os valores limite serdo:

1 n

" TIT
Xd(oo):Xd:Xd d-d (7.37)

1 n

Tdo%do
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Xg(eo)=Xq =Xy

T

T

G(0)=0

49

qo

251

(7.38)

(7.39)

Na auséncia de enrolamentos amortecedores, ou na situacdo em que os transitorios

rapidos ja se tenham extinguido, tem-se:

Xa(s)=Xg=Xg4

G

T4

Tdo

X, ()=X, =X,

(s)=

1+Sde de

1+STd0 rf

(7.40)

(7.41)

(7.42)

As tabelas 7.1 a 7.2 apresentam os valores tipicos das constantes de tempo e das

reactancias sincrona, transitdria e subtransitéria das maquinas sincronas. Uma das

vantagens de se trabalhar em valores por unidade ¢ o facto de se obterem valores que,

expressos em pu, variam pouco com a poténcia das maquinas. Isto ¢ evidente nas

tabelas acima referidas.

Estes valores sdo normalmente tabelados e existem normas que especificam os

valores a utilizar nos calculos.

Tabela 7.1 Constantes de tempo tipicas das maquinas sincronas em segundos

Constantes | Turbogeradores Geradores Hidraulicos Condensadores Sincronos
detempo | Bajxo | Médio | Alto Baixo | Médio | Alto Baixo | Médio | Alto

4o 2.8 5.6 9.2 1.5 5.6 9.5 6.0 9.0 11.5
T’ 0.4 1.1 1.8 0.5 1.8 33 1.2 2.0 2.8
7=1",| 0.02 | 0.035 | 0.05 0.01 0.035 | 0.05 0.02 | 0.035 | 0.05
7’ 0.04 0.16 0.35 0.3 0.15 0.25 0.10 0.17 0.3
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Tabela 7.2 Caracteristicas tipicas de turbogeradores e de compensadores sincronos

Geradores Compensadores Sincronos
Parimetros Valor Valor
Gama Gama
recomendado recomendado
Poténcia nominal 300-1000MW 50-100MVA
Reactancia sincrona d xd 1.4-1.8 1.6 1.7-2.7 2.2
Reactancia transitoria d x’d 0.23-0.35 0.25 0.45-0.65 0.55
Reactancia subtransitoria d x”d 0.15-0.23 0.2 0.35-0.45 0.4
Reactancia sincrona q xq 1.5-1.6 1.55 1-1.3 1.15
Reactancia de sequéncia negativa 0.18-0.2 0.19 0.35-0.45 0.4
Reactancia de sequéncia nula 0.12-0.14 0.13 0.15-0.25 0.2
Razdo de curto-circuito 0.5-0.7 0.64 0.35-0.65 0.5
Constante de inércia H (s) 3-8 4-6
Admitancias operacionais
Podem definir-se admitancias operacionais da forma:
1 1+57,,)(1+ 57,
Yy(s) = —— = U570 )+ 5%0) (7.43)
Xa(s)  (+st7)(1+5Ty)
1 I+s7,4,
Y (s)=——= oI, (7.44)
Xq(s) 1 + STq
A admitancia operacional directa pode ser expandida em frac¢des parciais:
1 As Bs
Y (s)= 1+ —+ - (7.45)
X, d 1+ STyq 1+s7 d
Calculando A e B, obtém-se:
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Ty (1—1;{0 Ilj%o]
A=——\ T4 A T (7.46)
1 td
T4
1| 1-"do |_Tdo
T T
B=— d A _-d (7.47)
1 td
T4

Como T'c'l € 17210 tomam valores pequenos comparados com ’E'd e T'do obtém-se
aproximadamente:
L (1 1) st 11 st
Y (s)=—+ \s7 + \s7 (7.48)

"

Xa \ Xy Xalesty | Xy Xy sty

As fracc¢Oes parciais de Y,(s) podem ser consideradas como aplicadas a um
circuito equivalente longitudinal que tem trés circuitos em paralelo e independentes. A

cada um desses ramos corresponde um termo da equagado 7.48.

Iq

—>

1 1) st 1 1) sty
SYq ey I — L ——— 4
Xd Xd Xd 1+STd Xd Xd 1+S1'd

Figura 7.3. Esquema equivalente segundo d.

A admitancia segundo o eixo ¢, executando os calculos que sdo analogos aos do

eixo d, vira:

T"S
Yq(s):i+ S L (7.49)

X | Xy Xy JA+s7y)
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Diagramas de Bode e de Nyquist.

As admitancias operacionais € as reactancias operacionais podem representar-se
em termos de frequéncia por diagramas de Bode ou de Nyquist substituindo s por j@. Os
diagramas de Bode das reactancias operacionais estdo representados nas figuras 7.4 e

7.5. Os diagramas de Nyquist das admitancias operacionais encontram-se representados

nas figuras 7.6 ¢ 7.7.
Analisando a figura 7.4 pode verificar-se a existéncia de trés zonas bem definidas.
Abaixo de 0.1 rad/s a amplitude de X () é constante e igual ao valor de X,. Acima de

0.1 rad/s esta amplitude comeca a reduzir-se apresentando numa gama entre 1 ¢ 10

rad/s um valor sensivelmente igual a X ;, . Acima de 10 rad/s o valor desta amplitude

volta a diminuir, estabilizando acima de 100 rad/s num valor igual a X ;, .

A reactancia operacional transversal tem um andamento mais simples. Nos dois

primeiros trogos atras referidos mantém-se constante e igual a X,. Comega a reduzir-se
"

para frequéncias proximas de 10 rad/s ¢ estabiliza no valor igual a X, para frequéncias

superiores a 100 rad/s.

0

1 0 T T T T

amplitude

fase [graus]

_1 0 > L ” L L L

10 10 10° 10’ 10 10°
frequéncia [rad/s]

Figura 7.4. Reactdncia operacional segundo d.
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o

-
o

amplitude

'
N

10 '
10” 10" 10° 10’ 10° 10°
-10? : - - -
B
S o
2-10 _
o)
(2]
8
2
10 R 0 1 2 3
10 10 10 10 10 10
frequéncia [rad/s]
Figura 7.5. Reactdncia operacional segundo q.
Aditancia do eixo d
2 T T T T
T
LT S R IR SIS

Figura 7.6. Admitancia operacional segundo d.
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Admitancia do eixo q

T SUE SR
35 ....................................

25[ S S

Figura 7.7. Admitdncia operacional segundo q.

Na figura 7.8 representa-se o diagrama de Bode da fungao de transferéncia G(s).

S

-
o

N
o
N
T
1

o

-
o
T

L

amplitude

-
o

N

(N

fase [graus]

-10 2 " - X > 3
10 10 10 10 10 10
frequéncia [rad/s]

Figura 7.8. Fungdo de transferéncia G(s).
Exemplo 7.1
Considere uma méaquina sincrona de pdlos salientes de S=325MVA,

20kV, p=32, 50Hz, com os seguintes pardmetros dados em valores por

unidade.
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rs=.0019 rr=.00041 rp=.0141 Lg=.85
la=.12 Lmd=Ld-La Ixg=.16 1,=.2049
ro=.0136 Lg=.48 Limg=Lg- 12 Ixg=.1029
H=7.5s

Calcule as constantes de tempo em segundos e os valores

das reacténcias transitdrias e subtransitdrias.

Solugédo:

Constantes do tempo

1T, = 7.2582
T,/ = 2.3909
7, = 0.0722
7,” = 0.0516
1,” = 0.108
T = 0.0451

T,, = 0.0361

Reacténcias
X,/ = 0.2800
X,” = 0.2000
X" = 0.2000
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7.3 Curto-circuito trifasico simétrico e equilibrado a partir do
vazio

Embora a maioria dos defeitos que ocorrem em sistemas de energia eléctrica
sejam do tipo assimétrico e desequilibrado, o estudo do curto-circuito trifasico simétrico
e equilibrado reveste-se de algum interesse porque, embora raro, € mais facil de analisar
analiticamente e constitui uma situacdo de partida para os estudos de defeitos
assimétricos.

A analise que se segue faz o estudo analitico do curto-circuito de uma maquina
sincrona partindo da condi¢do de vazio. Este estudo pode ser estendido posteriormente a
condicdo de carga. O estudo ¢ feito na condicdo simplificativa de que a velocidade de
rotacdo se mantém constante. Nesta situagcdo as equacdes sdo lineares podendo para a

sua solucao ser usado o principio da sobreposi¢do e as transformagdes de Laplace.

Condicoes iniciais

Estando as maquinas em vazio € em regime permanente com tensdo nominal nos

terminais, tem-se:

uf = l’fif (75021)
Udo =—OY 4 Ugo =OYq (7.50b)
Ydo = Lmdi fo (7.50c)
ig =iy =ip=ig=0 (7.50d)

Como:
Vyq :Lqiq +MquQ =0 (7.51)

tem-se:
Ugp =0 Uyo =Up =3U (7.52a)
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Vo =Up /g (7.52b)

Lo =Vdo ! Lina (7.52¢)

g =rrig (7.52d)

Vo =Lpg +1r)ig (7.52¢)
YDo =Uma +11, )it (7.52f)
V00 =Vg0 =0 (7.52¢)

Equacées operacionais

As equacdes da maquina sincrona sao lineares nas condigdes que se estdo a
considerar. Assim s3o também validas para as variagdes das suas grandezas.
=i, +®i u=u,+Au v=y,+Ay etc. (7.53)
Como as correntes sdo nulas no instante inicial, as grandezas depois do instante
inicial do transitorio serdao também iguais as suas variacdes. Na analise que se segue,
com o objectivo de simplificar a notagdo, utilizam-se os mesmos simbolos para as
variacoes e para as grandezas uma vez que neste caso elas sdo iguais com excepcao de
algumas grandezas. Esta situagdo serd vista mais a frente.
Deve notar-se que aplicar um curto-circuito ¢ anular as tensdes aos terminais.

Como u, =0, neste transitorio vai anular-se a tensdo u,. Tudo se passa como se se

aplicasse um escaldo de u, = - U,, = - U,, no instante do curto-circuito. As equagdes

serdo, em termos de transformacao de Laplace:

Xd(s)

o

0= |:rs +s :|]d(s) ~ X 4(5)4(s) (7.54)

Xq(s)
w

—UTm=Xd<s>fd<s>+[rs +s ]fq@ (7.5

Néo aparece nenhum termo relativamente a G(s)U ¢(s) pois, por hipotese, uy

mantém-se constante durante o transitorio ¢ em termos de variacao ® u r=0.
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Na forma matricial, considerando as equagdes 7.17 a 7.21, tem-se:

sX 4(s
[ 8 ]_ g + a;io() —Xg(s) |:]d(s):| (7.56)
- sX I ’
S Xd(s) rs +ﬂ q(s)

0)0
Solucio das equacdes:

Calculo das correntes

As fungdes 1;(s) e 14(s) sdo obtidas resolvendo o sistema de equagdes 7.56.

a)2 1 U
_ 0 m
La(s) = 1 1 27 K)o (7.57a)
s2+w8 + 5007 + +—0°
Xa(s) Xq(s) | Xa(s)Xq(s)
g Gy B
I,(s)=— m.(7.57b)
1) ) 1 1 wird  Xd(s)Xq(s) s
s+ oy +swprg + +
Xa(s) Xq(s) | Xa(s)Xq(s)

Estas equagdes estdo escritas em termos das reactdncias e admitancias

operacionais. O denominador pode ser simplificado tendo em conta que 7, ¢ pequeno. O
termo rsz pode ser completamente desprezado e nos termos em r;, X, (s) € X, q(s)

podem ser simplificados desprezando as resisténcias ry, rp € ro. Isto € equivalente a

substituir neste termo todos os factores da forma (I+s7)por s7. Com esta aproximagio

X (s) e X q (s) reduzem-se as reactancias subtransitorias X;” e X, ”. Entdo:

2
— @y Um
i) = (7.58a)
a6s) s(s? + 205+ wf) Xa(s)
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)
Iy(s)=— 0 5 Un (7.58b)
(s + 20 + ay) Xg(s)
onde:
o= L L L (7.59)
2 Xy X, | Ta

A expansdo em fraccdes parciais de 1/X;(s) pode ser substituida na expressao 7.59,

obtendo-se:
2

— 0o
1;(s)=
a(®) (s2+2as+a)§)

(7.60)

1 "

11 1) sty 11| sty |,
+ ' - ] + " __" -
Xa Xy Xa J(1+Tds) X; X

q (1 +SsT d) §
Do mesmo modo, desprezando r; obtém-se para a componente em quadratura:

—say, 1 1 1| %S |Up

o= LI L L (7.61)
a(s) (s +2us+ap)| Xg | X, Xg |l+st,| s
Aplicando a transformacao de Laplace inversa,
ld__Um 1 + 1' _ 1 —t/Td+ L"_L' —[/Td
Xg X4 Xg Xg Xy
(7.62)
ot
+Uy, — cos(a)ot)
Xd
e—O(Z
ig ==Uy ——sen(@,t) (7.63)
Xq

O andamento no tempo das correntes id e iq encontra-se representado nas figuras
7.9 e 7.10. Para se facilitar a andlise dos termos das equagdes 7.62 e 7.63 estas figuras
estdo tragadas com escalas de tempo diferentes. Note-se que os transitorios segundo ¢

sdo extintos mais rapidamente do que segundo d. Por outro lado, o valor final de i; ¢ um
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valor negativo ndo nulo enquanto que segundo i, este valor ¢ nulo. A influéncia das

constantes de tempo 7’; e T”; SO se exerce sobre as correntes segundo o eixo d.

Curto-circuito da Magquina Sincrona Curto-circuito da Maquina Sincrona

id [pu]
iq [pu]

o 5 10 15 ~0 1 2 3 4
tempo [s] tempo [s]

Figura 7.9. Corrente segundo d. Figura 7.10. Corrente em quadratura

As correntes nas fases serdo obtidas aplicando a transformagdo de Park com um
angulo de transformacdo O=wm,t + 6p. O angulo 6y representa a posicdo do rotor

relativamente ao eixo da fase a no instante do curto-circuito.

i, =—2U ! + 1, _ ! ~%a L"—L, Bz cos(w,t+6p)
Xg X4 Xq Xg Xg

Vul 11

+ +—— % cos(6,) (7.64)

2 | xy X;

+\/5U L1 e_wcos(2w0t+90)

2 | xy X;

Os valores de i e i, podem ser obtidos substituindo 8y por (6y-21/3) e (6p-41/3)

respectivamente.

As proximas figuras mostram o andamento das correntes de fase. Na figura 7.11
estdo representadas as correntes nas 3 fases nos 3 primeiros segundos onde 6 =m/2.
Note-se que s6 existem componentes continuas nas fases b e c. Isto resultou do instante

inicial escolhido.
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A figura 7.12 mostra o andamento da corrente i, durante um periodo de tempo

alargado. Note-se que mesmo no instante =9s o transitorio ainda ndo estd

completamente extinto.

C urto-circuito da M aquina Sincrona

o N W A~ O

ia [pu]

' ' ' '
o S w N

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tem po [s]

Curto-circuito da Maquina Sincrona
4 T T T T T

-2

ib [pu]

-4

-6

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tempo [pu]

Curto-circuito da Maquina Sincrona
8 T T T T T

(o2}
1

»~

N

ic [pu]

o

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tempo [pu]

Figura 7.11. Correntes nas 3 fases nos 3 primeiros segundos.
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C urto-circuito da M aquina Sincrona

[pu]

ia

-

' ' ' '
o s w N

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
tem po [s]

C urto-circuito da M adaquina Sincrona

N w » )]
1

ia [pu]

' ' ' '
(9] » w N
1

3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
tem po [s]

Curto-circuito da Maquina Sincrona

ia [pul
o -

6 6.5 7 7.5 8 8.5 9
tempo [s]

Figura 7.12. Correntes na fase a nos 9 primeiros segundos.
No transitério da figura 7.12 ndo existe componente continua. Esta componente

depende do instante em que se faz o curto-circuito. Neste exemplo foi escolhido um

instante a que corresponde um valor nulo de componente continua na fase a. Note-se
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que esta componente existe sempre em pelo menos duas fases pois existem 3 fases e
apenas ¢ possivel que ela se anule numa das 3 fases.

Nos primeiros instantes, correspondendo a um ciclo ou dois da rede, existe um
transitorio que se anula rapidamente. Depois existe um transitorio que se anula num
intervalo de tempo muito mais longo. Aos primeiros instantes dd-se o nome de regime
subtransitorio e a seguir a designacdo de regime transitorio. Finalmente atinge-se o

regime permanente (ndo mostrado na figura).
Calculo dos fluxos

Os fluxos s@o decompostos em:

Vg =Wa0+t® Yy (7.65a)

W, =V tAy, (7.65b)

Tendo em conta as expressoes que [;(s) € Iq(s) calculadas atras 7.60 e 7.61,

tem-se:

. Xq —o U
Ayy = (S)Id(s) = g 5 (7.66)

20 sT+2s+wy S

“ X K — S U
Ay, = gl )Iq(s) =— 0 -2 (7.67)

20 sT+20s+wg S

Aplicando a transformacao de Laplace inversa, obtém-se:
Ay, =—Z—’: l—e Ta cosw,t (7.68)

_t
A Yy = —Z—me a genew yt (7.69)
o

Tendo em conta os valores iniciais, tem-se:
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vy =U—me a cos(w,t) (7.70)
a)O
t
e
yy=——"re @ sen(w,t) (7.71)
a)O

Estes dois fluxos combinam-se e formam um campo girante que roda no sentido

negativo a velocidade w, e portanto ¢ estaciondario relativamente ao estator. A sua
amplitude diminui com a constante do induzido 7, (eq. 7.48) que depende da

resisténcia do induzido, fig 7.15.

A representacdo do andamento temporal dos fluxos segundo d e segundo ¢

encontra-se representada nas figuras 7.13 ¢ 7.14.

Curto-circuito da Maquina Sincrona

Yd [pu]

2 3 4 5
tempo [s]

Figura 7.13. Fluxo segundo d.
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Curto-circuito da Maquina Sincrona

. Yq [pu]

0 1 2 3 4 5
tempo [s]

Figura 7.14. Fluxo segundo q.

Curto-circuito da Maquina Sincrona

08r
061
04r
0.2r

Yq [py]
o

02}
04}
06}
.08}

-0.5 0
Yd [pu]

'
-

Figura 7.15. Vector Fluxo dq.

A figura 7.15 representa a trajectoria no espaco de fases dos fluxos d e ¢. Esta

figura ¢ uma forma diferente de representar as figuras anteriores.

Calculo do Binario

O bindrio ¢ obtido substituindo as expressdes de Yy, Y, , iy € i, na expressdo

do bindrio 7.2 e rearranjando termos:
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— |1 1 1) 4, 1 1
M,, =U?e %a | —-— Td 4| — ——
Xd Xd Xd Xd
2t
2 _
+U—e Ta L,,—L,, sen2a,t
2 X, Xy

U é o valor eficaz da tensdo em vazio.

(7.72)

O termo da frequéncia dupla ¢ relativamente pequeno. Assim, a componente

principal do binario oscila 4 frequéncia fundamental e tem o valor inicial de U/x,".

Na pratica existe ainda uma componente do bindrio unidireccional devido as

perdas nas resisténcias do estator, mas este termo ndo aparece na expressao devido as

simplificagdes que se fizeram. A figura 7.15 apresenta o andamento do binario durante

0 curto-circuito.

Gil Marques

Mem [pu]

Curto-circuito da Maquina Sincrona

2 3 4 5 6
tempo [s]

Figura 7.16a: Andamento do binario.
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Curto-circuito da Maquina Sincrona

Mem [pu]
o

' ' ] '
o » W N

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
tempo [s]

Figura 7.16b: Andamento do binario.

Corrente de excitacao

269

A corrente de excitacdo pode ser calculada adicionando a corrente de excitagdo

antes do defeito com as variagdes que ocorrem depois do defeito. Esta componente de

variacdo pode ser obtida resolvendo as equacdes ja utilizadas para o célculo das

correntes do estator.

A relagdo entre a corrente iy e a corrente iy pode ser obtida eliminando a corrente ip

das equagdes 7.8 com u~0. Obtém-se:

—Lmds(l—i-sfkd) Id(s)
I’f(1+STd0 XH'STdo)

Olfs)=
A corrente ;) € substituida por 7.49.

—(1+574a) ) Xmd Um
r l+sz';1 1+ST:27 s2 +205 + w2 Xary s
ylesta Jisza )| ;

Oly(s)=
como se tem normalmente 7, >> 1,”, 744, pode fazer-se a aproximagao,

—(1+S‘L'kd) _L Td l—Tﬁ T4

1 " n

B TR e A [ L e

Utilizando a técnica das transformadas de Laplace, obtém-se:
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~U. X Py T T T _
Qip=—7 Mm"ma_ md | ,~t/Tq _ 1—# t/tq —#e 1T, cosw,t | (7.76)
WoTqryXq Td Td
Como
. 2 ' ' !
“UnXmd _'fo_Xma _; [Tdo=%a |_, |Xa=*d (7.77)
w, Ty X, Tq QolrXd fo T fo X,
oTd"fXd Td Co'f d d

A corrente total sera a soma de iz, com Aiy

Xg-Xg | —t/2 Thd | ~t/1) Tha -
if=ig+if % e !/ %a 1--kd /g _Thd ,~1/Tq cos,t |(7.78)

14

d Td Td

A figura 7.17 mostra o andamento da corrente de excitagdo.

Curto-circuito da Maquina Sincrona

55

0 5 10 15
tempo [s]

Curto-circuito da Maquina Sincrona

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
tempo [s]

Figura 7.17. Corrente de excita¢do da mdquina sincrona.
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As figuras mostradas atrds foram obtidas com o programa de simulacdo que se
encontra descrito em anexo. Utilizaram-se os parametros da maquina descrita no

exemplo 1. Além destes resultados obtiveram-se os resultados que se apresentam a

seguir.

Curto-circuito da Maquina Sincrona

Curto-circuito da Maquina Sincrona

1.5 2 25 3 15 2 2.5

Tempo [s] Tempo [s]
Figura 7.18. Correntes nos enrolamentos amortecedores.
Curto-circuito da Maquina Sincrona Curto-circuito da Maquina Sincrona
T T T 0.04 T -
0.02
0
=-0.02
k=
g
> -0.04
-0.06
-0.08
. . . . 01 . . . .
1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
tempo [s] tempo [s]

Figura 7.19. Fluxos nos enrolamentos amortecedores.
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Curto-circuito da Maquina Sincrona

1 2 3 4 5
tempo [s]

Figura 7.20. Fluxo no enrolamento de excitagdo.

Interpretacao de resultados

Na andlise que se apresentou, a velocidade da méquina, e por conseguinte a
velocidade do referencial dg, sdo constantes e iguais a velocidade de sincronismo. As
componentes DC no referencial dg sdo transformadas para o referencial do estator
(correntes i,, i, € i) com a frequéncia w, e figuram nos termos em cos(w,t) nas
equacdes 7.64. Das componentes das correntes do induzido, apenas a componente i,
tem estas componentes continuas. Estas também se verificam na corrente de excitagdo.
Verificamos que os termos continuos de i, sdo iguais aos termos de frequéncia @, em i,
o que ¢ facil de compreender pois a transformacao de Park representa uma mudanga de

referencial de velocidade w,.
Componentes de frequéncia fundamental, continuas em dg

Sao os termos da primeira linha da equagdo 7.64. As amplitudes destes termos sao

determinadas por duas constantes de tempo 7; € T; que fazem dois decrescimentos a

velocidades muito diferentes. A figura 7.21 representa o andamento da amplitude da

componente alternada de frequéncia fundamental durante o transitorio.
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Componentes fundamentais

Fig. 7.21. Componente de frequéncia fundamental durante o curto-circuito.

No instante inicial, fazendo =0, tem-se:

1

ia:—\/zU ! + 1, _ ! + 1,, _ ! cos(w,t+6;)
Xy Xy Xy Xy Xy

(7.79)

cos(w,t+6;)

la "
Xa
O que sugere que a corrente ¢ limitada pela reactdncia X ;. Este é o regime

subtransitério. Numa primeira fase, a amplitude desta corrente vai decair com a

n
constante de tempo 7,;. Este regime ¢é caracterizado por existéncia de componentes

continuas nos enrolamentos amortecedores.

Quando se eliminar o termo regido pela constante de tempo subtransitoria, restam
os outros dois termos que sdo regidos pela constante de tempo transitéria. Como esta
constante de tempo ¢ muito mais elevada do que a anterior, pode considerar-se, numa

primeira aproximagao que ainda ndo existiu nenhum decaimento devido a constante de
1
tempo 7.

iy =20 4| L L bt cos(ay e+ 65) (7.80)

Xg | x; Xa

No instante inicial, tem-se:
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iy :—\/EU cos(w,t+6;) (7.81)

1

Xd
Analogamente a situacdo anterior, nesta situagcdo sugere-se a reactancia transitoria

X ;1 para o limite da componente alternada da corrente. Neste regime as componentes

continuas dos enrolamentos amortecedores ja se extinguiram.
Quando ambos os transitérios regidos pelas duas constantes de tempo terminarem,

resta o termo constante que vale:

ig=— U cos(w,t+6;) (7.82)
Xd
Também agora se sugere a reactancia sincrona X;. Neste regime, as correntes dos
enrolamentos amortecedores ja se extinguiram ha muito tempo e também ja ndo ha
variagdes da corrente do enrolamento de excitagao.
Do ponto de vista da componente alternada, tudo se passa como se existissem trés
regimes, caracterizados por trés valores da reactancia que os determina: O regime

subtransitorio, o regime transitorio e o regime permanente. O regime subtransitorio ¢

regido pela constante de tempo 7,, e existe durante um ou dois ciclos. E também

caracterizado por valores elevados de corrente. O regime transitorio ¢ caracterizado por
uma outra constante de tempo muito mais elevada e por uma reactancia também mais
elevada.

Estes dois regimes também se verificam na corrente de excitacdo, com regimes

transitorios equivalentes, e um binario oscilatério com uma frequéncia fundamental.

Componentes de frequéncia zero ou dupla da fundamental, frequéncia

fundamental em dqg
As componentes em @, de dg sdo:

~ o~
iy =U,, ——cos(@,t) (7.83a)
Xq
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~ o
iy =-Upy ——sen(w,?) (7.83a)
X‘I

Estas duas componentes desenham uma elipse no plano dg. Podem ser

decompostas da forma:

iy = U 1" + 1" ~ cos(w, 1)+ U l,, — 1,, % cos(w,t) (7.84a)
2 \xg X, 2 \xg X,

- U 1 I |- U 1 I |-

ig=——"2H—t— A sen(wyt )+~ ———— b % sen(w,t) (7.84b)
2\ xg X, 2 lxg X,

Os dois primeiros termos oscilatorios de iy e i, quando representados no plano dg
rodam no sentido negativo e desenham uma circunferéncia. Quando transformados para
o referencial do estator tém a forma de componentes continuas como se pode ver na
equagao 7.64. Por outro lado, os dois ultimos termos das equagdes 7.84 rodam no
sentido positivo desenhando também uma circunferéncia. Quando transformados para o
referencial do estator rodam a velocidade de 2w, como se pode ver na equacao 7.64.

As correspondentes componentes da corrente no induzido sao:

Vw1

i, —t+— —ot cos(8,)
2 | xg X,
(7.85)
+ VU 1" - 1,, % cos(2m,t +6,)
2 | Xg X,

Estas componentes decaem exponencialmente com a constante de tempo igual a
7,~=1/a.. Estes termos tém a consequéncia nos fluxos, equagdes 7.70 e 7.71. Traduzem-se
por um bindrio oscilatorio de frequéncia dupla.

Na corrente de excitagdo também se verifica um termo de oscilacao de frequéncia

fundamental que também ¢ determinado pela mesma constante de tempo.
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Exemplo 7.2
Considere a situagdo de curto-circuito trifdsico simétrico a
partir do wvazio. Determine as varias componentes de Id e Ig bem como

da corrente nas fases para a maguina do exemplo 1

Resolugdo

Das equagdes 7.51 e 7.52 tira-se:

1
Componente continua de id: — = 1.1765
Xq
s 1 1
Componente transitéria: —— — —— = 2.3951
Xd d
o 1 1
Componente Subtransitdéria: —— — —— = 1.4285
Xd Xd
. L 1
Componente oscilatdria segundo d: —-— = 5
Xd
. L. 1
Componente oscilatdéria segundo q: —-— = 4.9994
Xq
_ 1] 1 2r
Componente continua nas fases b e c: —|—— + —— pen — | = 3.0672
2 x4 Xgq 3
1 1 4
Componente de frequéncia dupla = —| ———— [=3XI10
X; X,

As figuras 7.21 e 7.22 apresentam o andamento no tempo das

componentes mais interessantes.
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Figura 7.22: Componentes transitdéria e subtransitdéria de Id

1.5 2 25 3
1.5 2 2.5 3
Tempo [s]

Figura 7.23: Componentes oscilatérias de Id e Ig
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7.4 Transitorio de aplicacdo de carga a Maquina sincrona

Um transitério também muito interessante de analisar consiste em aplicar um
escaldo de binario de carga a maquina estando ela a funcionar como motor a partir do

vazio.

As figuras seguintes apresentam os resultados obtidos com o programa de

simulagao.
Aplicagao de binario de carga
1.5 T -
1 L
0.5F
=
S 0
hul
-0.5¢
At
-1.5 y - . .
0 1 2 3 4 5
Tempo [s]
Figura 7.24. Corrente no induzido
Aplicagao de binario de carga
21 T -

Tempo [s]

Figura 7.25. Corrente de excitagdo
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Gil Marques

=
i

iD [pu]

0.1

Aplicagéo de binario de carga

-0.1
02
0.3
04
05
06
0.7
08

-0.9

0 1 2 3 4 5

Tempo [s]

Figura 7.26. Corrente no induzido segundo d

Aplicagao de binario de carga

0.1

-0.05

-0.1
0

1 2 3 4 5
Tempo [s]

Figura 7.27. Corrente no induzido segundo g

Aplicagao de binario de carga

1 2 3 4 5
Tempo [s]

Figura 7.28. Corrente nos amortecedores segundo d
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Aplicagdo de binario de carga
0.3 T T r r

04 s s s s
0 1 2 3 4 5

Tempo [s]

Figura 7.29. Corrente nos amortecedores segundo q

Aplicagéo de binario de carga
0.1 T T T r

-0.7 y - -
0 1 2 3 4 5

Tempo [s]

Figura 7.30. Tensdo no induzido segundo d

Aplicacéo de binario de carga
1.05 T T T T

uq [pul

0.75 . . .
0 1 2 3 4 5

Tempo [s]

Figura 7.31. Tensdo no induzido segundo g
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Aplicagao de binario de carga
1.05 T T r r

0.95f

0.9r

uq [pu]

0.85f

0.8f

0.75 . . . . . . .
07 -06 -05 -04 -03 02 -01 0 0.1
ud [pu]

Figura 7.32. Tensdo no induzido segundo dq

Aplicagéo de binario de carga
1.8 T T

Mem [pu]

02 . . . .
0 1 2 3 4 5
Tempo [s]

Figura 7.33. Binario electromecdnico

Aplicagdo de binario de carga

05F

ibeta [pu]
o

ialfa [pu]
Figura 7.34. Vector corrente do induzido
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Nota-se o comportamento oscilatorio amortecido tipico das maquinas sincronas. A
frequéncia das oscilagdes ¢ bastante baixa, cerca de 1 Hz. O amortecimento ¢ devido a

acg¢ao dos enrolamentos amortecedores.
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Exercicios

I

Considere uma pequena rede eléctrica constituida por uma maquina sincrona, um
transformador, uma linha e uma carga eléctrica de 120MW, 60Mvar.

Caracteristicas da maquina sincrona.

Si=300MVA Un=20kV p=32 {=50Hz

J=35.1x10° Km®

Os parametros em valores por unidade sao:

R,=.0019 R#=.00041 Rp=.0141 Ro=.0136

As matrizes dos coeficientes de indugao em valores por unidade sao:

085 073 073|d
0.73 09349 0.73|f

073 073 089D

048 036 g
036 06290

Caracteristicas do transformador.
S.=150MVA , 50Hz , 20/230kV , U.=10% ligacoes YY
Caracteristicas da linha

Reactancia de 60Q/fase

a) Determine os parametros dos esquemas equivalentes que representam a

maquina sincrona segundo os eixos d e q.

b) Calcule as constantes de tempo e as reactdncias caracteristicas da maquina

sincrona.

¢) Pretende-se manter a tensdao na carga no seu valor nominal (Un=230kV).
c.1 Determine qual a tensdo que o gerador deverd impor aos terminais do
primario do transformador.
c.2 Determine a forga electromotriz em vazio e a corrente de excitagdo em
valores por unidade.

d) Verificou-se um defeito na carga. A corrente na fase 1 ¢ nula e existe uma

impedancia entre as fases 2 e 3 igual a impedancia da linha. Calcule as
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correntes e tensdes no transformador. Faca as hipoteses que considerar
necessarias e justifique-as.

e) Este transformador tem uma ligagdo YY. Ambos os neutros estdo ligados a
terra. Quais os inconvenientes e vantagens que resultam do uso desta ligacao.

Compare-a com outras ligagoes.

II

Uma méaquina sincrona de relutancia (sem excitag¢ao) bipolar de 380V, =50 Hz, 3
kW, 3 fases, tem os seguintes parametros:

r=1Q Lne=0.1 H 1,=0.005H L;q=0.02 H

a) A maquina encontra-se alimentada com uma fonte de tensdo de frequéncia
50Hz, e valor eficaz 380V. O binario de carga ¢ igual ao binario nominal. Calcule o
angulo de poténcia e as correntes do estator. Faga um diagrama vectorial para esta
situacao.

b) Repita a alinea a) com a maquina ligada a uma fonte de 190V e 25 Hz.
Considere agora que o binario de carga ¢ igual a metade do binario nominal.

Que podera dizer acerca do comportamento dindmico desta maquina? Serad que

neste caso se poderad observar os regimes subtransitorio, transitorio e permanente?
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Anexo A: Programa de simulacao “SindqfDQ”

Este anexo descreve o programa de simulagdo usado para a obtencdo dos

resultados que se mostraram ao longo do capitulo.

1. Modelo de Simulink

3=
tri-fonte

ud Mem

7

—»_,E}

if

abcDQ E' >
uf ] DQabc1
Mc 4>|§| wm

Fig. A1l. Modelo da maquina sincrona

Maquina Sincrona com Enrolamentos Amortecedores

Os parametros estdo em Krausep

20-11-96
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K

Mux Ldinv

YD -wbrD

Fig. A3. Bloco Linv-d

Yq1l -wb rq1

Fig. A4. Bloco Linv-q

Fig. A6. Transformagdo abc-dq
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Anexo B: Tabela de transformadas de Laplace

utilizadas

Funcao

Escaldo unitario u(z)

t" exig(_w) ()
cos(@,1)u(t)
sen(w,)u(?)
exp(—our) cos(@,1)u(r)

exp(—out)sen(w,t)u(t)

e” M —e™™ cos(wyt)

e_atsen(a)ot)

Gil Marques

Tranformada de Laplace

g
(a,00)<<my
(s+ a)(s2 + 20 +a)§ )
; Do 7 (@o)<<ay
(s+a)(s + 205 + 0y, )

287

02-04-02



288 Dindamica das Maquinas Eléctricas

Bibliografia
Livros

Adkins, B. “The General Theory of Electrical Machines”, Pitman, 1962.

Bose Bimal K. ed. “Power Electronics and Variable Frequency Drives, Technology and
Applications”, IEEE Press 1997

Boldea, Ion; Nasar, S. A. “Electric Drives”, CRC Press, 1999.

Buhler H., “Electronique de Reglage et de Comande”, Presses Polythecniques Romandes,
1990.

Concordia C., “Synchronous Machines, Theory and Performance”, Jonhn Wiley & Sons,
1951.

Dente, Joaquim, “Controlo de Sistemas Electromecanicos”, Textos de apoio a disciplina

de Controlo de sistemas Electromecanicos.

Dente, Joaquim, “Sistemas Electromecanicos”, Textos de apoio a disciplina de Sistemas

Electromecanicos.

Fitzgerald, A. E., Kingsley C.,Umas Stephen D., “Electric Machinery”, Fifth Edition on
SI Units, McGraw-Hill 1992.

Kassakian John G., Schlecht Martin F., Verghese George C., “Principles of Power
Electronics”, Addison Wesley, 1992.

Kazmierkowski M., Tunia H., “Automatic Control of Converter-fed Drives”, Elsevier
Publishers, 1994.

Keleman, Arpad, Imecs Maria, “Vector Control of AC Drives”, Ecriture Budapest.

Kenjo and Nagamori, “Permanent-Magnet and Brushless DC Motors”, Oxford Science
Publications, 1985.

Gil Marques 02-04-02



Cap. 7. Regimes Transitorios das Maquinas Sincronas 289

Krause, Paul C., Wasynczuk, Oleg, Sudhoff, Scott D. “Analysis of Electric Machinery”,
IEEE Press, 1996.

Labrique Francis, Santana Jodo, “Electronica de Poténcia”, Edi¢do da Fundagdo Calouste
Gulbenkian, 1991

Leonard W., “Control of Electrical Drives”, Springer Verlag 1996.
Mohan, Undeland, Robins, “Power Electronics”, Second edition, Editor Wiley.

Novotny, D. W.;Lipo T.A. “Vector Control and Dynamics of ac Motor Drives”, Oxford

Science Publications, 1996.

O’Kelly and Simmons, “Introduction to Generalized Electrical Machine Theory”,
McGraw-Hill, 1968

Rajashekara Kaushik Kawamura, Atsuo, Matsuse Kouki, “Sensorless Control of AC

Motor Drives, Speed and Position Sensorless Operation”, IEEE Press, 1996.

Retter, G. J., “Matrix and Space-phasor theory of Electrical Machines” Akdémiai Kiado,
Budapest. 1987.

Silva, Fernando,”Electronica Industrial”, Gulbenkian, 1999.
Slemon, Gordon R., “Electric Machines and Drives”, Addison Wesley, 1992.

Trzynadlowski, Andrej M., “The field Orientation Principle in Control of Induction

Motors”, Kluwer Academic Publishers.

Vas, Peter, “Sensorless Vector and Direct Torque Control”, Oxford Science Publications,
1988.

Vas, Peter, “Electrical Machines and drives, A Space-Vector Theory Approach”, Oxford
Science Publications, 1996.

Vas, Peter, “Parameter Estimation, condition Monitoring, and Diagnosis of Electrical
Machines”, Oxford Science Publications, 1993.

White, D., Woodson, “Electromechanical Energy Conversion”. Chapman & Hall,
Limited, 1959.

Gil Marques 02-04-02



290 Dindamica das Maquinas Eléctricas

Gil Marques 02-04-02



	Prefácio
	Índice
	Prefácio	ii
	Capítulo 1
	Princípios de Conversão Electromecânica de Energia
	1.1. Introdução
	1.2. Princípio da Conservação de Energia
	1.3. Expressões da força mecânica e energia
	Máquinas em "translação" e em "rotação"
	Expressões da força electromagnética em função da energia
	
	Exemplo 1.1
	Exemplo 1.2


	Expressões de binário em função da co-energia magnética
	
	Exemplo 1.3


	Expressões do binário electromagnético

	1.4. Expressões simplificadas (circuitos lineares)
	
	Balanço Energético:
	Exemplo 1.4



	1.5. Sistemas de campo magnético de excitação múltipla
	
	
	Exemplo 1.5



	1.6. Caso do circuito magnético linear.
	1.7. Aplicação ao caso de circuitos magnéticos com ímanes permanentes.
	Classificação dos dispositivos electromecânicos consoante o uso de íman permanente

	Anexo 1: Expressões matemáticas para a energia magnética
	Caso do circuito magnético linear.

	Exercícios de Revisão

	Capítulo 2
	Sensores e Actuadores Electromecânicos
	2.1 - Sistemas de relutância
	Modelo Matemático
	Propriedades gerais dos sistemas relutantes
	Exemplos
	Exemplo 1: Electroímans
	A - Núcleo em forma de U
	B - Electroímans em forma de E
	C - Electroímans cilíndricos
	D. Electroímans de duplo efeito e reversíveis.
	Influência da forma do circuito magnético

	Exemplo 2: Relés
	Exemplo 3: Contactores
	Exemplo 4: Electroválvulas
	Exemplo 5: Motor oscilante relutante
	Exemplo 6: Motores passo-a-passo

	Análise de um motor de relutância rotativo, alimentado em corrente alternada
	A - Cálculo do binário a partir da relutância
	B - Sistema de relutância alimentado por uma fonte de tensão alternada sinusoidal
	C - Cálculo do binário a partir da indutância
	Alimentação com corrente contínua
	Alimentação com uma fonte de corrente alternada



	2
	2.2. Sistemas Electrodinâmicos
	Generalidades.
	Equações.
	Propriedades gerais.
	Exemplo 7: Altifalante.
	Princípio e características
	O Transdutor do altifalante

	Exemplo 8: Aparelhos de medida de quadro móvel
	Exemplo 9: Traçador


	2
	2.3. Sistemas Electromagnéticos
	Generalidades
	Propriedades gerais
	Exemplo 10: Motores passo a passo polifásicos
	Exemplo 11: Motores passo-a-passo monofásicos
	Exemplo 12: Captores.


	2
	2.4. Sistemas Relutantes Polarizados ou Híbridos
	Generalidades
	Propriedades gerais.
	Comportamento
	Estruturas possíveis
	Íman fixo
	Íman móvel
	Exemplo 13: Electroímans polarizados
	Exemplo 14: Motores oscilantes
	Exemplo 15: Motores de binário


	2.5. Sistemas Electrostáticos
	Generalidades
	Equações
	Propriedades gerais
	Exemplo 16: Voltímetro Electrostático
	Exemplo 17: Motor passo-a-passo electrostático
	Exemplo 18: Sensores electrostáticos

	Exercícios de Revisão:


	Capítulo 3
	Modelos Dinâmicos das Máquinas Eléctricas de Corrente Alternada
	3.1 Introdução
	3.2 Coeficientes de indução das Máquinas Eléctricas
	A - Máquina Assíncrona
	Coeficientes de auto-indução
	Coeficientes de indução mútua entre enrolamentos do mesmo lado
	Coeficientes de indução mútua entre enrolamentos do estator e enrolamentos do rotor.
	Modelo da máquina de indução em grandezas abc

	B - Máquina Síncrona de pólos salientes
	Indutâncias próprias
	Indutância mútua, estator-estator
	Indutâncias mútuas entre o estator e o rotor
	Modelo das Máquinas Síncronas


	3.3 Transformações de variáveis
	Introdução
	Condição de invariância de potência
	Transformação da expressão do binário
	Caso das transformações  cujas matrizes não variam no tempo
	Exemplo 3.1 “Aplicação da matriz de conexão de Kron no cálculo de um circuito eléctrico”.

	Aplicação de uma transformação com matrizes diferentes ao estator e ao rotor.
	Classificação das principais transformações.


	3.4 Transformação de um sistema trifásico num sistema bifásico equivalente. Transformação de Concordia.
	Definição da transformação
	
	Exemplo 3.2 "Transformação de Concordia das tensões em regime equilibrado".

	Interpretação geométrica da transformação de Concordia
	Resumo das propriedades da transformação de Concordia


	3.5 Aplicação da transformação de Concordia à Máquina de Indução
	
	Transformação dos coeficientes de indução do estator de uma máquina de pólos lisos
	Transformação da matriz dos coeficientes de indução mútua entre o estator e o rotor da máquina de indução
	Modelo matemático da máquina de indução em coordenadas ????


	3.6 Máquina Síncrona de pólos salientes em coordenadas ???
	
	
	Exemplo 3.3 Obtenção da matriz dos coeficientes de indução da máquina síncrona de pólos salientes por inspecção.



	3.7 Transformação de “Rotação de Referencial”
	A. Definição
	
	Exemplo 3.4 Composição da transformação de Concordia e da Transformação de rotação de referencial - Transformação de Blondel-Park.


	B. Transformação de um modelo de uma máquina em coordenadas ???? para coordenadas d,q.
	Expressões do binário
	Exemplo 3.5 - "Aplicação da transformação de Park a um sistema equilibrado de tensões ou correntes".



	3.8. Modelo da Máquina de indução em coordenadas de Blondel-Park.
	Introdução
	
	Exemplo 3. 6  “ Modelo da máquina de indução no referencial do estator”
	Exemplo 3.7 “Transformação de frequências”



	3.9. Aplicação da transformação de Park à Máquina Síncrona de pólos salientes.
	
	
	Exemplo 3.8 Obtenção do modelo da máquina Síncrona através dos produtos matriciais.


	Esquema Equivalente da Máquina Síncrona
	Máquina Síncrona com enrolamentos amortecedores

	3.10. Introdução da notação complexa.
	A. Introdução:
	B. Componentes simétricas instantâneas
	
	Exemplo 3.9 Aplicação da transformação de componentes simétricas instantâneas a vários sistemas de tensão.


	Modelo da máquina de indução em componentes simétricas
	C. Transformação Complexa Rotativa (fb)
	C1. Definição
	C2.  Definição a partir das componentes dq
	C3.  Definição a partir das componentes +/-
	C4. Relação entre as componentes simétricas e as variáveis de fase abc.
	Exemplo 3. 10  “ Aplicação da transformação fb a sistemas de tensão. (????t)

	C5. Modelo da Máquina de indução em coordenadas fb
	C.6 Modelo da máquina de indução num referencial do estator (+ - f b)
	C.8. Modelo da máquina de indução num referencial do campo girante (fb,fb):
	Exemplo 3.11 “Esquema equivalente da máquina de indução em regime sinusoidal equilibrado”
	Exemplo 3.12 “Esquema equivalente da máquina de indução em regime sinusoidal desequilibrado com componentes homopolares nulas”

	Vectores espaciais.


	3. 11. Transformação de dois eixos standard.
	3
	3.12 Vectores espaciais
	1. Definição
	2. Interpretação geométrica
	3. Rotação de referencial
	4. Modelo de máquina de indução utilizando vectores espaciais.
	
	Exemplo 3.13 Modelo  de máquina de indução no referencial do estator e no referencial genérico.

	Esquema equivalente da máquina de indução:


	Anexo 1: “ Visualização dos coeficientes de indução de uma máquina eléctrica”.
	A
	Anexo 2: “Aplicação da Transformação de Concordia à Máquina Síncrona”
	Cálculo do termo CTLeeC
	2. Coeficiente de indução mútua entre estator e rotor.
	Cálculo de CTMef

	E
	Exercícios de revisão
	Máquina assíncrona monofásica


	Capítulo 4
	Modelização de sistemas electromecânicos com comutação
	4.1. Modelização da Máquina de Corrente Contínua com pólos de comutação e enrolamentos de compensação
	
	Obtenção do modelo da máquina de corrente contínua


	4.2. Modelização da geratriz de rectificação
	Modelo da Geratriz de Rectificação
	Exercícios de Revisão:
	Bibliografia:


	Capítulo 5
	Regimes transitórios das Máquinas de Corrente Contínua
	5.1 Introdução
	5.2  A máquina de corrente contínua ideal
	Modelo dinâmico da máquina de corrente contínua
	Funções de transferência. Resposta no tempo.

	5.3 Motor de corrente contínua de excitação independente
	Estudo do polinómio característico. Determinação dos pólos do sistema.
	
	Exemplo 5.1

	Transitório de arranque directo com binário de carga proporcional à velocidade.
	Exemplo Nº 5.2
	Motor Nº 1	Motor  Nº 2


	Conclusões
	Transitório resultante da aplicação de um escalão de binário.
	Exemplo Nº 5.3

	Conclusões acerca da aplicação de escalão de binário


	5
	5.4 Estudo da máquina de corrente contínua de excitação série
	Introdução
	Modelo Matemático
	
	Exemplo Nº 5.4


	Linearização do modelo de estado do motor de corrente contínua de excitação em série.
	Determinação dos pólos do modelo linearizado.

	Exercícios

	ANEXO
	Resposta ao escalão de sistemas de segunda ordem
	Capítulo 6
	Estudo dos transformadores em regime transitório
	6.1 Transformador monofásico de dois enrolamentos
	Modelo matemático
	Determinação de expressões analíticas aproximadas para os pólos
	Interpretação.
	
	Exemplo 6.1


	Funções de transferência
	Mapas de pólos e zeros
	Transformador em vazio
	
	Exemplo 6.2
	Resolução


	Arranque do transformador em vazio. Saturação magnética
	Transformador em curto-circuito
	
	Exemplo 6.3


	Transformador de intensidade de corrente

	6.2 Transformador monofásico de 3 enrolamentos.
	Equações
	Esquema equivalente simplificado
	Reactância Operacional de um transformador monofásico de 3 enrolamentos
	Expressões aproximadas para as indutâncias operacionais desprezando as resistências.

	6.3 Transformador trifásico  de 3 colunas
	Constituição
	Modelo matemático
	Transformador trifásico de núcleo magnético simétrico
	Banco de três transformadores monofásicos
	Aplicação da transformação de Concordia ao transformador trifásico de núcleo magnético simétrico.

	Exercícios

	A
	Anexo A6. Simulação do transformador em vazio considerando a saturação magnética.
	Capítulo 7
	Regimes transitórios das Máquinas Síncronas
	7.1 Introdução
	7.2 Modelo das Máquinas Síncronas com enrolamentos de excitação e enrolamentos amortecedores
	Modelo da máquina em valores por unidade
	Impedâncias operacionais
	Constantes de tempo da máquina síncrona:
	Longitudinais
	Transversais

	Admitâncias operacionais
	Diagramas de Bode e de Nyquist.

	7.3 Curto-circuito trifásico simétrico e equilibrado a partir do vazio
	Condições iniciais
	Equações operacionais
	Solução das equações:
	Cálculo das correntes
	Cálculo dos fluxos
	Cálculo do Binário
	Corrente de excitação

	Interpretação de resultados
	Componentes de frequência fundamental, contínuas em dq
	Componentes de frequência zero ou dupla da fundamental, frequência fundamental em dq


	7.4 Transitório de aplicação de carga à Máquina síncrona
	Exercícios

	Anexo A: Programa de simulação “SindqfDQ”
	Anexo B: Tabela de transformadas de Laplace utilizadas
	Bibliografia
	Livros


